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1 Grundlagen

Die folgenden Grundlagen aus der Schulmathematik werdebeikiannt vorausgesetzt. Falls
diese nicht gelaufig sind, bitte diesen Schulstoff wiedkenhio

1.1 Mengen
EineMengeist eine Gesamtheit von verschiedenen Objekten, geridantente Ein Objekt
liegt in einer M.

Schreib- und Sprechweisen:
x € M zistein Element der Meng&/, z liegt in der Menge\/
x ¢ M xistnicht Element der Meng#/, x liegt nicht in der Mengé\/
M ={a,b,c} M besteht aus den Elementesb, c (aufzahlende Form)
M = {z|z ist eine positive ganze Zahl (beschreibende Form)

M=(0={} M istdieleere Menge
Besipiel: A = {2,4,6,...20}, {z|z positive ganze Zahl uné® < 0} = 0.

Bemerkung: SeienA und B Mengen.

(i) A heil3t Teilmenge vorB, wenn jedes Element voA auch Element vorB ist, i.Z.
A C B.

(i) Zwei MengenA und B sind gleich, wenn jedes Element vdrauch Element vois ist
und umgekehrt.

Damit folgt sofort, dass die Reihenfolge der Elementeésraht ist. Es gilt z.B.:
{1,2,3} ={3,1,2}
und formal aucK1,2,3,4/2} = {1, 2, 3}.

Mengenoperationen: Fur zwei Mengem und B definiert man
(i) die Vereinigung von A und B durch
AUB = {z|z € Aoderz € B},

(i) denDurchschnitt von A und B durch
ANB = {zlxr € Aundzx € B},

(iii) die Differenz von A und B
A\B = {z|r € Aundx ¢ B}.

3



1.2 Zahlbereiche
Definition 1.1. (i) Natirliche Zahlen:
N={1,2,3,4,...}

(i) No=NU{0} ={0,1,2,3,4,...}

(iii) Ganze Zahlen:
Z=1{.,-3,-2,-1,01,23,...}

(iv) Rationale Zahlen:
Q={p/alp€Z,qeN}
Das ist die Menge aller Briiche der Fognfy mit p, ¢ ganze Zahleng # 0):

1 1
Lo, W
27 11 100
Die rechte Seite von 314
— =314
100
heil3tendlicher Dezimalbruch. Ein (periodischeryinendlicher Dezimalbruchist z.B.

10 = 1.42857 142857 142857 . ..
7 ——

(v) Reelle Zahlen:
R ={alle Zahlen mit beliebigem Dezimalbruch}

Eine reelle Zahl ist genau dann rational, wenn der Dezimalbabbricht oder peri-
odisch ist, andernfalls heil3t sie irrational.

Also: Alle Zahlenz € R mit z ¢ Q heil3en irrational.
Beispiele fur irrationale reelle Zahlen sind

V2 =14142..., 7 =3.1415..., 0.10110111011110...

(vi) Komplexe Zahlen:C
Offenbar gilttN C Ny C Z C Q C R.

Intervalle

Die Menge der reellen Zahlen zwischenindb (a < b) heil3t Intervall. Definiere

la,b] = {z € Rla < x < b} (a,b] = {x € Rla < z < b}

[a,b) = {x € Rla <z < b} (a,b) ={z € Rla < z < b}
(—00,b) = {z € R|z < b} (—o0,b] = {x € Rlxz < b}
(a,00) = {x € Rlx > a} [a,00) = {z € R|lz > a}



Rechenregeln

Fir beliebige reelle Zahlem b, c gelten folgende Rechenregeln:

a+b=b+a (a+b)+c=a+(b+c)
a+0=a a+(—a)=0

ab = ba (ab)e = a(be)

l-a=a a/a=1,a#0
(—a)b = a(—b) = —ab (—a)(=b) = ab

a(b+c¢) = ab+ ac (a+b)c = ac+ bc

Fir Briche gelten folgende Rechenregeln, falls die Negner

a-c_a —a_a

b-c b b b

_a_—a a b_a+b
b b c ¢ c
g+£_ad—|—bc é_ac—l—b
b d  bd c  c
@ c_ac 6,c_u
b d bd b d b

Ungleichungen

Es gelten folgende Implikationen:

a>0,b>0 = a+b>0undab > 0,
a>b & a—-b>0

a>b = a+c>b+c
a>bundb>c = a>c
a>bundec >0 = ac > be
a>bundec <0 = ac < bc
a>bundc>d = a+c>b+d

1.3 Potenz- und Zinseszinsrechnung
Ganzzahlige Potenzen

Wir schreiben



Allgemein ist dien-te Potenz vom

at=a-a-...-q.
——

n Faktoren

Dabei heil3t: Basisundn Exponent
Ista = p/q ein Bruch, so gilt
(2)”22.2. o1
q q g qg q"

Beispiel: (Zinseszinsrechnung) Auf einem Konto mit einer jahrlicMenzinsung von 3 %
wird ein Betrag vonk, = 1000 € angelegt. Wieviel Kapital ist nach 5 Jahren auf dem Konto?

Der Zinssatz betragt= 3% = 0.03. Nach einem Jahr betragt das Kapital
Ki=Ky+Ky-i1=Ky-(1+1i)=Ky-1.03.
Nach zwei Jahren betragt das Kapital
Ko=K + K -i=K; - (1+i)=Ky-(1+4)>
Nachn Jahren betragt das Kapital
K, =Ky (1+0)"
Also betragt das Kapital nach 5 Jahren

K5 =1000-1.03° = 1159.27.

Beispiel: (Abschreibung) Ein Auto mit einem Neuwert vé#i, = 20000 € verliert pro
Jahr 15 % an Wert. Wie hoch ist der Wert nach 4 Jahren?

Der Wertl¥,, nachn Jahren betragt

W1 - WO - W(] : 015 - W(] : 085,
Wy =W, -0.85 = W, - 0.85%,

W, =Wy -0.85".

Also nach 4 Jahren
W, = 20000 - 0.85* = 10440.12.

(geometrisch-degressive Abschreibung)



Rechenregeln fir Potenzen: Seiena, b # 0 reelle Zahlen und, s € Z:
Dann gelten folgende Rechenregeln:

1
a’ =1 a "= —
a’
ar as — ar-i—s (ab)r — arbr
r r
(CL)T . a a _ p_s
— = — — =a
b b a®
(ar)s — ars

Beispiel: (Zinseszinsrechnung, negativer Exponent) Wieviel Gelteh&Sie vor 5 Jahren
zu einem Zinssatz von 4 % anlegen mussen, um heute€080 haben?

Wir wissen
Hier gegeberk’,, = 1000. Gesuchtk?

K
Ko= —"  — [, - (144)" = 821.92.
T T (1+:)

Gebrochene Exponenten

Wie definiert mar?/9 firr Briiche, damit die eben genannten Rechenregeln waitgsgtien?
Fira > 0 kennen Sie die Definition der-ten Wurzel:/a als positive Lésung von

r = a.
Nach den Rechenregeln fiir Exponenten muss ftir gelten:
a=a=a=m = (at/™)™.

Also ist eine sinnvolle Definition

Unter Verwendung der Rechenregeln fir Exponenten ist als@althemeine Definition fur
a > 0, p ganze Zahl und eine natirliche Zahl

aPl1 = (al/q)p _ (\q/g)P

Beispiel:
5

89/3 ({”/é) _ 95 _ 39,



Einfache jahrliche Verzinsung

Beispiel: (Einfache Verzinsung)
Sie legen den Betrag von 10@0 zu einem Zins von 4 % an. Wieviel Geld haben Sie nach 5
Jahren, wenn Sie die Zinsen immer abheben und in den Spapdtstecken?

Sie erhalten 5 Jahre lang imm&00 - 0.04 = 40 € Zinsen. Nach 5 Jahren verfugen Sie also
uber
1000 4 5 - 40 = 1200€.

Einfache jahrliche Verzinsung bedeutet, dass Zinszalelamgcht verzinst werden. Bei An-
fangsguthabel’, und Zinssatz lautet das Guthaben naehlahren:

Diskontierung: Soll zu einem Endkapitak’,, das Anfangskapitak’y, bestimmt werden, so

lautet die Formel:
K,

KOI 7.
14n-1

Einfache unterjahrige Verzinsung

In Deutschland wird die Zinsperiode von 1 Jahr in der RegeldnMonate mit 30 Tagen
eingeteilt, also in 360 Tageseinheiten (so genannte 3e¥8&0ode). Die Zinszahlungfur ¢
Zinstage (| < t < 360) betragt dann
z = L . KO 1.
360
Das Endkapital nachTagen betragt

t , t
Kt:KO‘l“Z:KQ‘l“%‘KO'Z:KQ‘(l‘l“%‘l)

Wir haben schon gesehen, dass sichibéhren Zinszahlung mit Zinseszins fur den Endwert
nachn Jahren ergibt:
und fur den Barwerf, bei gegebenem Endwekt, gilt

Ky

Ko —
T A+

=K, -(1+49)™

Beispiel: (Berechnung des Zinssatzgs
Ihre Bank verspricht Ihnen, bei Anlage von 1080in 15 Jahren den doppelten Betrag von
2000€ zurickzuzahlen. Wie hoch ist der Zinssatz?

Esgiltalso2 - Ky = K15 = Ky - (1 +14)%.

Division durchK, # 0 liefert 2 = (1 +4)'®. Ziehen der 15-ten Wurzel liefert
144 =21 =1.04729.

Also ist der Zinssatz = 1.04729 — 1 = 4.729 %.



2 Etwas mathematische Logik

Logik beschaftigt sich mit den Methoden des Denkens, d.hderiAufstellung und Uberprii-
fung logischer Gesetze und Regeln fiir das Bilden von BegrjfAussagen und Schlissen.

2.1 Aussagenlogik

Bezeichung 2.1.Eine Aussageist ein sprachliches Gebilde, das vom Inhalt her wahr oder
falsch ist, d.h. man kann jeder Aussage einen Wahrheitzauertinen.

Keine Aussagen sind:
e Guten Morgen!
e Walzer ist der schonste Tanz.
e Dieser Satz ist falsch.

Es ist nicht immer bekannt, ob eine Aussage wahr oder fatdchs gibt jedoch keine Aussa-
ge, die weder wahr noch falsch ist und keine, die beides migist.

Bezeichung 2.2.Eine elementare Aussagést eine Aussage, die keine weitere Aussage als
Teil enthalt und die nicht Negation einer Aussage ist.

Beispiel 2.3.
e Die Erde ist ein Planet. (w)
e 5ist eine Primzahl. (w)
e 7 ist eine gerade Zahl. (f)

Bezeichung 2.4.Eine nicht elementare Aussagest eine Aussage, die aus zwei oder meh-
reren elementaren Aussagen zusammengesetzt ist oderrdie\drneinung einer Aussage
entsteht.

Beispiel 2.5.
e Es gilt nicht, das Steine auf der Erde nach oben fallen. (w)
e Rubens war weder Maler noch Architekt. (f)

Bezeichung 2.6.Eine Aussageformist ein sprachliches Gebilde, das mindestens eine freie
Variable enthélt und in eine Aussage lUibergeht, sobald eim&t der jeweiligen Grundmenge
fur jede freie Variable eingesetzt wird. Aussageformen,alisschliel3lich Aussagevariablen
enthalten, nennt masussagenlogische Aussageformen

Beispiel 2.7.

o 22 =1.
Ist R die Grundmenge, dann ist die Aussage wahrafii= 1 oderxz = —1, fur jede
andere reelle Zaht ist sie falsch.



e Entwedermn oderq ist eine wahre Aussage.
Es handelt sich um eine aussagenlogische Aussageforprymtdg sinnvollerweise nur
als Aussagevariablen zu verstehen sind. Die Aussagefarmnhgenau dann den Wert
wahr an, wenn genau eine der beiden Variablen durch eineewaissage (bzw. den
Wahrheitswert w) und die andere durch eine falsche Ausdaye len Wahrheitswert
f) ersetzt wird.

Definition 2.8. Eine aussagenlogische Aussageform, die bei jeder BelehoeigVariablen
den Wert wahr annimmt, heif¥/ahrform (oder auchrautologie, logisch wahre Aussage-
form, logisches Gesetz).

Wird bei jeder Belegung ihrer Variablen der Wert falsch araypamen, so heil3t eine aussagen-
logische Aussageforrralschform (oder auch Kontradiktion, logisch falsche Aussageform,
logischer Widerspruch).

Alle Ubrigen aussagenlogischen Aussageformen nennt\eatralform .

Beispiel 2.9.
1. ,Es qgilt entwedep oder nichtp.” ist eine Tautologie.
2. ,Es giltp und nichtp.” ist ein Widerspruch.
3. ,Es giltp oderq.” ist eine Neutralform.

Definition 2.10. Eine Abbildung, die einer oder mehreren Aussagen bzw. Ayegeamen ei-
ne neue Aussage bzw. Aussageform zuordnet, nenntlorddtion . Fur bestimmte gebrauch-
liche Junktionen gibt es allgemein tbliche Symbole, Sogktoren:

| Bezeichnung Schreibweise | Sprechweise |
Negation —p nichtp
Konjunktion pPAq pundgq
Disjunktion pVyq p oderq (einschliel3endes oder)
Subjunktion (p—4q); pVgq ausp subjungierty
Bijunktion (p = q) N(qg—p); (p<q) | pbijungiertq
Antivalenz =(p <+ q); (p+—q) entwedemp odergq

(ausschliel3endes oder)

Beispiel 2.11. (Der zugehorige Wahrheitswert ist nicht angegeben.)

e p: Die Rose ist rot.
—p: Die Rose ist nicht rot.

e p: 18 ist durch 2 teilbarg: 18 ist durch 3 teilbar.
p A ¢ 18 ist durch 2 und durch 3 teilbar.

e p: Das Kind i3t Bonbons;: Das Kind i3t Schokolade.
pV ¢: Das Kind i3t Schokolade oder Bonbons oder beides.
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e p: xistdurch 10 teilbarg: x ist durch 5 teilbar.
p — ¢: Wennz durch 10 teilbar ist, so ist auch durch 5 teilbar.

e p: Eine Zahl ist durch 6 teilbag: Eine Zahl ist durch 2 teilbar.
p < ¢. Eine Zahl ist dann und nur dann durch 6 teilbar, wenn sietd@rilbar ist.

e p: Peter istin KoIn geboremn: Peter ist in Bonn geboren.
p <+ q. Peter ist entweder in Koln oder in Bonn geboren.

In der Logik interessiert man sich nicht (so sehr) dafir, eias Junktion bei konkreten Aus-

sagen bewirkt, sondern man betrachtet die Bedeutung einktidn als ausreichend beschrie-
ben, wenn man weil3, wie sich der Wahrheitswert der zugetedrussage in Abhangigkeit

von dem der ursprtinglichen Aussagen verhalt. Dazu diereesadj. Wahrheitsfunktionen.

Definition 2.12. Die Zuordnung von Wahrheitswerten einer Aussagenverkmigpfu den
Wahrheitswerten der in ihr enthaltenen Elementaraussbgegichnet man aM/ahrheits-
funktion.

Wahrheitsfunktionen kdnnen mit Hilfe von Wahrheitsweaabetllen beschrieben werden:

lpla|-vlpradlpVvalp—=dalpeq|pe—q]

wlw| f | w w w w f
w|f|f] f w f f w
flwl| w f w w f w
flfjw] f f w w /

Mit Hilfe dieser Symbole und Funktionen kann man Sachvéehdie in der Umgangssprache
nur sehr umstandlich zu beschreiben wéren, sehr einfachiaaken. AuRerdem lassen sich
mit Hilfe von eindeutig definierten Symbolen Mil3verstarsda vermeiden.

Beispiel 2.13.
e p: Es schneit.g: Es ist kalt.
a) Esschneit, es ist kalt. pAq
b) Es schneit, aber es ist nicht kalt. p A (—q)
c) Wenn es schneit, ist es kalt. P —q
d) Weder schneit es, noch ist es kalt. (=p) A (—q)

e) Es stimmt nicht, dal3 es schneit oder es kalt ist(p V q)

e p: Paulist reich.g: Paul ist gltcklich.

a) pA(—q) Paul ist reich, aber nicht glucklich.

b) (-p) Vg Paul ist nicht reich oder gltcklich.

c) (—p)A(—qg) Weder istPaul reich noch glicklich.

d p—gq Wenn Paul reich ist, ist er glucklich.

€) p«—q Entweder ist Paul reich oder gltcklich.

Definition 2.14. SeienA und B Aussageformen:

11



Aimpliziert B (A = B), wennA — B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: wedAn
dannB; B folgt logisch ausA; A ist hinreichende Bedingung fi8; B ist notwendige
Bedingung furA). Man spricht vorlogischer Implikation.

A ist aquivalent zuB (A < B), wennA < B eine Tautologie ist. (Sprechweisen:
A genau dann, wen®; A dann und nur dann, wenR). Man spricht vonlogischer
Aquivalenz.

Beachte: Die Pfeile=, = bezeichnen eine Beziehung zwischen Wahrheitsfunktiodien,
Pfeile <>, — verbinden Aussagen bzw. Aussageformen zu neuen Aussagembgsage-
formen.p — ¢ meint also die Aussageform ,Aysfolgt ¢.“ wéhrendp = ¢ die Tatsache
bezeichnet, da ausp logisch folgt, alsg — ¢ eine Tautologie ist.

2.2

Gesetze der Aussagenlogik

Kommutativgesetze
pVqg&=qVp

PANG=qAp
Assoziativgesetze
(pVa)VrepVigVvr)
(PAg) AT = pA(gAT)
Distributivgesetze

pVigAr) < (pVa)A(pVr)
pA(qVr)e (pAg)V(pAT)
Idempotenzgesetze
pVp&eDp

PAD=D
Absorptionsgesetze
pV(pAg) < p

pA(pVaq) <p

de Morgan Gesetze

~(pVaq) = (=p) A (q)
~(pAqg) = (=p) V()
Andere Verneinungsgesetze (W Wahrform, F Falschform)
~(-p) & p

W e I

-Fe W
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e Satz vom ausgeschlossenen Dritten
p V (—p) ist eine Tautologie.

e Satz vom Widerspruch
p A (—p) ist eine Kontradiktion.

e Kontrapositionsgesetz
(p—=aq) = (—q) = —p

e Transitivgesetz
(p=a)A(g—=r)=(p—r)

e Abtrenngesetze
p A (p — q) = q (direkter Schlul3)
(p — q) A (—q) = —q (indirekter Schlul3)

Bewiesen werden diese Gesetze durch Aufstellen der zugehdNahrheitswertetabelle.

2.3 Existenz- und Universalaussagen

Existenz- und Universalaussagen beziehen sich auf Aufssagen. SeiA(z) eine Aus-
sageform mit einer Variablem und G eine Menge zulassiger Objekte. Dann bezeichnet
{z € G : A(x)} die Menge aller Objekte der Grundmenge G, fir die-) wahr. Man sagt
auchfir die die Eigenschafti(x) erfullt ist. Man verwendet folgende Bezeichnungen.

Definition 2.15. Sei A(x) eine Aussageform mit Grundmenge
(i) Falls{z € G : A(x)} # 0, dann schreibt man
drxeG: Ax)

Sprechweise: Es existiert eine G mit der Eigenschafti(z).
Das Zeicherd heil3tExistenzquantor.

(i) Falls{z € G : A(x)} = G, dann schreibt man
VeeG: Ax)

Sprechweise: Fur alle (oder jedesk G gilt A(z).
Das Zeichery heil3tAllquantor .

Beispiel 2.16.SeiG = R. Betrachte die Aussageformen
A(x): x lost die Gleichung:? = 4,

B(x): z <e”.
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Wegen2? = (—-2)2 =4gqilt: JzeR: A(x)
Wir zeigen spater, dass< e” fur alle reellen Zahlen gilt, d.h. Vx € R: B(x).

Somit sind sogenanntexistenzaussagemzw. Universalaussageraus den Aussageformen

entstanden. Die vorkommende Variable ist nicht mehr faxidern durch den entsprechenden
Quantor gebunden. (Man darf nicht mehr jedes beliebige &teber Grundmenge einsetzen
bzw. man muss jedes Element einsetzen kénnen.)

Beliebige Kombinationen sind mdglich, z.B.

VeeRdIneN: n>zx.

Verneinung von Existenz- und Universalaussagen

Oftmals sind in der Mathematik Verneinungen von Existemsd Wniversalaussagen zu bil-
den. Dabei ist folgende Regel ist zu beachten:

1. Verneinung einer Existenzaussage
-(Jzx e G: Ax)) — VeelG: -A(r)

2. Verneinung einer Universalaussage
-(VxeG: A(x)) = dxeG: -A(x)

Beispiel 2.17(Verneinte Existenzaussage)

~(3neN: n>7 A n<10)

& VYneN: 2(n>7 A n<10)
& VneN: =2(n>7)Vv-(n<10)
&S VneN:n<7Vn>10

Beispiel 2.18(Verneinte Universalaussage)

—(Vn € N: (nisteine Primzahl— n ist ungeradg
< dn e N: =(nisteine Primzahl— n ist ungeradg
< dn e N: =(= (nisteine Primzahl v n ist ungeradg
< dneN: nistPrimzahl A nist gerade

Bei Aussagen, die mehrere Quantoren enthalten, wirdf gasveils3 und umgekehrt und die
zugehdrige Aussageform ist zu verneinen. Die Eigensanaliée Variablen unter den Quan-
toren sind beizubehalten.

Beispiel 2.19.

~(VzeRIneN: n>ux) = dJreRVneN: n<x

14



2.4 Notwendige und hinreichende Bedingung

Fir A = B gibt es, wie schon erwéhnt, die Formulierungen:
1. Aist hinreichend fuiB.
2. B ist notwendig furA.

1. besagt, dal3 die Erfullung der Aussagausreichend fur die Erflullung der Aussagast.
2. besagt, dal3 die Gultigkeit der Aussdgerforderlich ist, damit die Aussagégilt. Gilt B
nicht, so gilt auch4 nicht.

Beispiel 2.20.
A: Die Zahln ist teilbar durch 6.
B: Die Zahln ist teilbar durch 3.

Dann gilt: A = B.
Hinreichend daflr, daf8 durch 3 teilbar ist, ist das durch 6 teilbar ist. Notwendig dafir, daf?
eine Zahl durch 6 teilbar ist, ist ihre Teilbarkeit durch 3.

Die AquivalenzA < B (gleichbedeutend mitt = B und B = A) gilt in diesem Beispiel
nicht. Z.B. ist 9 durch 3 teilbar, jedoch nicht durch 6.
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3 Folgen, Summen, Produkte, Grenzwerte

3.1 Folgen

Definition 3.1 (Folge) Eine Auflistung von Zahleny, as, as, ... oderag, a1, as, ... heildt Zah-
lenfolge. Fir eine Folge schreibt man auch krg).

Bemerkung 3.2. Es gibt endliche Folgen, z.B. 1,6,23,8 und unendliche Fuolge
Beispiel 3.3(Unendliche Folgen)
M 1,2,3,4,..., a, = n, natlrliche Zahlen.
(i) ag,d,a, = ag+n-d,n € N, arithmetische Folge Es gilta,,,; — a, = d.
(i) (-1,1,-1,1,-1,...,a,=(-1)",n €N
(iv) 1,1/2,1/4,1/8,..., a, = 2", n € Ny.

(V) ag,q € R, a, =a-q", n € Ny, geometrische Folge
Esgilta, . 1/a, = g, fallsa # 0 g # 0.

(Vi) b,c e R,a; = 2, a, = c-a,—1 + b, rekursiv definierte Folge.

3.2 Summen

Seiena; € R, i € Z, undk, € Z.
Wir verwenden im Folgenden das “Summen-Symbol”

n g+ Qg1+ ...+ a,, k<n
a; = ag, k=n
i=k 0, k>n

Beispiel 3.4.Seiay, ..., a; die Folge der Zahlen von 1 bis 5 (alep=1,a; = 2,a3 = 3, a4 =
4,a5 = 5). Dann ist

 ai = artaztastastas=1+2+3+445=15

ZCLZ' = a2+a3:2—|—3:5

Bemerkung 3.5.1m Fall der beiden Summen aus dem vorherigen Beispiel kddreeSum-
manden auch “direkt” angegeben werden. Man schreibt

WE

¢t = 14+24+3+4+5=15

.
w |

1 = 24+3=5

@
Il
V)
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Ebenso:
222‘ — 2049l 492493 9f

Z(SE + Z>2Z = (SC + 3)2'3 + (LU 4 4)2-4 + (SL’ + 5)2-5

Rechenregeln fir Summen

Satz 3.6.Seien(a;) und(b;) Folgen und- eine reelle Zahl. Dann gilt

n

Y lai+b) = > ai+ Y b
i=1 =1

i=1

Weiterhin gilt
n—1 n
San = >a
=0 =1
bzw. allgemeiner flk € N
n n+k
a; = a;—r  “Indexshift”
=0 i=k
sowie furk < [ < n:
n l n
doa=) ait ) a
i=k i=k i=l+1
BEWEIS. Klar.
Formeln fur wichtige Summen
Satz 3.7.FUr n € N gilt:
ii _n-(n+1)
B 2

17



BEWEIS.

n n n

2-3 i = i+ i
1

i=1 =1 =

= 1 + 2 + 3 + .. 4+ n—-1+n
+ n + n—-1+ n-2 4+ ... + 2 + 1
= n(n+1),
also2->" i =n(n+ 1). Hieraus folgt die Behauptung. O
Satz 3.8.FUrn € Nyundqg € R, ¢ # 1 gilt:
q =
i=0 ¢—1
BEWEIS.
@—=1> ¢ =Y (¢— 1)
=0 =0
= ) (¢ — ¢') Teleskopsumme
1=0
— anrl o q0 — anrl o 1’
also
(-1 ¢=q"" -1
=0
Teilen durch(q — 1) liefert die Behauptung. O

Beispiel 3.9(Einfache Verzinsung)Am 15.03. Uberweist Ihnen Ihre Oma den Betiag=
500 € . Wie hoch ist der Zinsertrag, wenn Sie diesen zu einem Zing bis zum Jahres-
ende anlegen?

Der Betrag wird wirdl5 + 9 - 30 Tage verzinst. Also gilt

M-B.iz@ﬁoo-o.()zmlas&

360 360
Sie erhalten weitere Zahlungen jeweils am 15. der Folgeteohdie hoch ist der gesamte
Zinsertrag, wenn Sie alle Zahlungen zu einem Zins von 4 %bis Zahresende anlegen? Die
Summe der Zinsertrage betragt:

15+9-30 : 15+0-30
— B+ 4+ .

360 o 360

9 : 9
15 - 30 B-
E LI B

360 T 360 <
7=0

J =

B-i

(15 + 30j>

J=0

B.i 2 500 - 0.04 9.10
~ 2 '(15.10+30 ) _ 7(150 30 - —) — 83.33
( +30) 360 + 2

Jj=0
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Man beachte, dass die Zinsertrage der monatlichen Zahtueige arithmetische Folge bil-
den. (Welche?)

Beispiel 3.10(Zinseszins bei jahrllicher Einzahlungpie zahlen 10 Jahre lang jahrlich zum
Jahresanfang000 € auf ein Konto mit Zinssatz von 4 % (also 10 Zahlungen). Ubexvieil
Kapital kdnnen Sie am Ende des 10. Jahres verfigen?

Wir erhalten inklusive Zinseszins folgende Betrége:

aus Jahr 1: 10 Jahre Verzinsung ajo = 1000 - 1.04%°
aus Jahr 2: 9 Jahre Verzinsung ag = 1000 - 1.04°
aus Jahr 10: 1 Jahr Verzinsung a; = 1000 - 1.04* (= 1040)

Ihr Gesamtkapital betragt also

10 10 10
Y1000 1.04* = 1000 - Y 1.04* = 1000 - (Z 1.04% — 1)
k=1 k=1 k=0
= 1000 - L4 -1 1000
1.04—1
— 12486.35

3.3 Produkte

Analog wird fur Produkte das “Produkt—Symbol” verwendet:

l ap * Qg1 - .- Gy, k<l
Hai:: ag, k=1 .
i=k 1, k>1

3.4 Grenzwerte von Folgen

Die Folgenglieder,, = 2~ der Folgel, 1/2,1/4,1/8, ... werden offenbar immer kleiner.
Mit wachsendem Index ndhern sich die Folgenglieder immer mehr der ZahNir sagen,
die Folge konvergiert gegen den Grenzwert Null.
Um den Begriff des Grenzwertes einer Folge einzufiihren tiginddan zunachst deBetrag
einer reellen Zahl.

| = { z, x>0

—x, <0

Eine Folge(a,,) konvergiert gegen eine reelle Zahivenn|a,, — | fir grof3e Indizes unter
jede beliebige Schranke fallt. Formal kann dies wie folgigadriickt werden:

Definition 3.11. Die Zahla € R hei3tGrenzwert der Folge(a,,), falls es fur jede Zah > 0
eine naturliche ZahN, gibt, so dass fur alle > N, qilt |a,, — a| < e.
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Wir schreiben dann

a = lim a,
n—oo

oder
a, — afiurn — oco.

Obige Definition kann auch wie folgt gelesen werden: Fr j2alel ¢ > 0 gibt es nur endlich
vielen € Nmit |a,, — a| > €.

Beispiel 3.12. (i) Die Folgea, = 1 hat den Grenzwent, da|l — 0| = |1| fur groRen
schlie3lich unter jede Schranke fallt. Formal kann dies feigt gezeigt werden: Sei
e > 0, wahleN, als die kleinste nattrliche Zahl, die grof3er ?Iis;t. Dann giItNie < €
und somit firn > N, 1 < Ni < ealso|a, — 0| < efurallen > N..

(i) Die Folgea,, = f—fl hat den Grenzwet. Es gilt

2n 2n + 2 2 2
’ — = <-—-<c
n—+1 n—+1 n—+1 n

2n
ay — 2 :‘ —2’
| ‘ n+1

fur allen > g

(ii) Die Folge—1,1,—1,1,—1, ... hat keinen Grenzwert.
Eine Folge mit Grenzwert heiRbnvergent, eine Folge ohne Grenzwert hedivergent.

Definition 3.13. Eine Folge(a,,) heildtbestimmt divergent gegenco, falls es fur jede reelle
Zahl M ein N,; € N gibt, so dass fur alle > Ny, qgilt: a,, > M.
Man sagt auch, dass die Folge gegen unendlich geht undlischrei

lim a, = oo bzw. a, — oo firn — oo.
n—oo

Analog heil3t eine Folgé&:,,) bestimmt divergent gegen—oo, falls es fur jede reelle Zahh
ein N,, € N gibt, so dass fur alle > N,, gilt: a,, < m. In diesem Fall sagt man auch, dass
die Folge gegen minus unendlich geht und schreibt

lim a, = —oc0 bzw. a, — —oo flirn — oo
n—oo

Bestimmte Divergenz gegex bedeutet, dass es fir jede positive Z&hhur endlich vielen
gibt, so dass,, < M. Die Folgenglieder steigen tber jede Schranke.

Beispiel 3.14. (i) Die Folgea, = \/n ist bestimmt divergent gegexw, denn fir jede Zahl
M € Risty/n > M furallen > M2

(i) Die Folgea,, = 2n — n? = n(2 — n) ist bestimmt divergent gegenoo.
(i) Fur die geometrische Folge, = ¢ sind folgende Falle zu unterscheiden.

Falls|q| < 1, dannlim,,_,, ¢" = 0.

Fallsq = 1, dannlim,,_,, ¢" = 1.

Fallsq > 1, dannlim,, ., ¢" = oo (bestimmt divergent).
Fallsq < —1, dann ist die Folge divergent.
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Rechenregeln fur Grenzwerte

Es ist mihsam, komplizierte Folgen mittels der Definitiohkanvergenz zu Uberprifen. Mit
den folgenden Rechenregeln vereinfacht sich der Nachvaeigh

Satz 3.15.Seien(a, ) und (b,) konvergente Folgen miim,, ., @, = a undlim,,_,., b, = b.
Dann gilt

(i)
lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =a+b
n—00 n—00 n—00
(i)
limec¢-a,=c- lima, =c-a
n—o0 n—oo
(iii)

lim (a, - b,) = lim a, - lim b, =a-b
n—oo n—oo n—oo

(iv) Fallsb # 0, dann

Beispiel 3.16. (i)
3 4
lim (=5 424 —=) =
A2 e TP ) T
(ii)
8n? — 3 —4n . 8—-3/n*—4/n 8

lim —— = lim = -

Achtung: Satz 3.15 gilt nicht fir bestimmt divergente Folgen.

3.5 Reihen

Sei(a,) eine Folge. Wie konstruieren eine neue Fdlgg durch
Sn, ::a1+---+an:2ai.
i=1

Definition 3.17. s,, heil3tn-te Partialsumme der Folge(a,,),cn. Die Folge(s,,) heil3t(un-
endliche) Reiheund wird mit)" > | a,, bezeichnet.
Ist die Folge(s,,) konvergent mitim,,_,, s, = s, dann schreibt man fur den Grenzwert auch

n o
s:limg ak:E ag.
n—oo
k=1 k=1
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Bemerkung 3.18.Eine wichtige Reihe haben wir schon kennengelernt, nandielgeome-
trische Reihe die aus der geometrischen Folge gebildet wird. Nach S8tgiB.fur n € Ny
undg € R,q # 1
St

¢ = :
i=0 ¢—1

Falls —1 < ¢ < 1, dann konvergiert die geometrische Reihe. Aus den Rechelmrdir
Grenzwerte erhalt man miitm,, .., ¢" =0

0 n+1 -1 lim,, oo ntl _ 1 -1
E = lim E ¢~ — lim 2 _ Mnoood =

und damit .
-t
k=1

Fur|q| > 1 divergiert die Reihe.

Beispiel 3.19.Sie grinden eine Stiftung, die ab sofort jahrlich einen &gt flr wohltatige
Zwecke verwenden soll. Mit welchem Grundkapital muss digUsig bei einem Zinssatz von
i = 4% ausgestattet werden, damit der Betfagihrlich zur Verfligung steht?

Wir Uberlegen zunachst, welches Kapital flr eine einzelablahg zur Verfligung gestellt
werden muss.

Flr die sofortige Zahlung, = B

Fur die 2. Zahlung muss gelten - 1.04 = B, alsoa; = B - 1.047L.

Fur die 3. Zahlung entsprecheng- 1.04> = B, alsoa, = B - 1.0472,

Fur die n+1. Zahlung entsprechemgd- 1.04" = B, alsoa,, = B - 1.04™".

Insgesamt ergibt dies

K:iB-LoM JEEIOZB 1.047F = B-T}Lngogl.04k

Mit ¢ = 1.04~! folgt aus Bemerkung 3.18

n n 1
. —k 1 _
fim ) LOEE = T 3 (104" = 55 =26

k=0

Das benotigte Gesamtkapital betragt demnich 26 - B.
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4 Funktionen

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1. SeienA und B nichtleere Mengen. Eine Zuordnung, bei der jedem Element
x € A genau ein Element € B zugeordnet wird, heilftunktion oderAbbildung. Bezeich-
net man die Abbildung mif, so schreibt man

f:A—B
z—y=f(r)

A wird Definitionsbereich und B wird Zielmengegenanntx bezeichnet di&/ariable und
f(z) denFunktionswert. Der Wertebereich oder dasBild von A unter f (kurz: das Bild
von f) ist definiert als

flA)={f(z)|x € A} C B.
Andere Schreibweiserf:: A — B, f(z) = 2% f: A>3z f(z) € B.

Bemerkung 4.2. Zwei Abbildungen sind genau dann gleich, wenn sie in Deéngt und
Zielmenge sowie der Zuordnungsvorschrift Gbereinstimmen

Beispiel 4.3.
(i) f:R— R, f(x) = 2> Fur das Bild vonf gilt:
fR)={2*|2€R} =R, :={z R |z >0}
(i) f:R =R, f(z)=]al.
(iiy h:{0,1,2,3} — {0,1} x {0,1}
h(0) = (0,0), h(1) = (0,1), h(2) = (1,0), h(3) = (1,1).
(iv) Eine Folge(a,,) reeller Zahlen definiert eine Funktion
f"N=R, n—a,,
alsof(n) = ay.
Definition 4.4. Zu einer Funktionf : A — B wird die Menge
Gy =A{(z, f(x)): €A}
Graph von f genannt.

Bemerkung 4.5. Fur Funktionenf : A — Bundg : A — B schreiben wir kurzf,g : A —
B. Reellwertige Funktionerf,g : A — R kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren
und dividieren. Man erhalt neue Funktionen
frg:A=R, x> f(z)+g(2),
fgiA=R, e f(z)-g(a),
flg: A=R, xw f(r)/g(x),
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wobei f /g nur dann gebildet werden darf, wepfi) # 0 fur allez € A. Analog definiert
man

min{f,g}: A =R, z+— min{f(x),g(x)},
max{f, g} : A >R, z+— max{f(z),g(x)}.

Beispiel 4.6.Das Maximum der Funktionef{z) = x undg(x) = —x ist die Betragsfunktion

x> || = max{x, —z} = z w20
- ’ )l -z, <0
Beispiel 4.7(Polynom n-ten GradesEine Funktion der Form,, : R — R,
po(2) = an2" + ap12" '+ -+ @z +ap, T ER,

mit Koeffizientenay, . . . a, € R, a,, # 0, n € N, heil3t Polynonn-ten Grades.

4.2 Eigenschaften von Funktionen
SeienA, B C Rund f : A — B eine Funktion.

Symmetrie
Definition 4.8.

e f heiRtgerade odersymmetrisch, wenn fur allex € A mit —z € A gilt: f(z) =
f(=x).

¢ f hei3tungeradeoderantisymmetrisch, wenn fur aller € A mit —x € A qgilt: f(x) =
—f(=x).

Beispiel 4.9. f(x) = 2? ist eine gerade Funktiorf(z) = 2? ist eine ungerade Funktion.

Monotonie

Definition 4.10. f heif3t
e monoton wachsendwenn ausc; < xs immer f(z;) < f(x9) folgt,
e streng monoton wachsendwenn aus:; < xo immer f(z;) < f(x2) folgt,
e monoton fallend, wenn auss; < x, immer f(x;) > f(x5) folgt,

e streng monoton fallend wenn ause; < xo immer f(x;) > f(xz2) folgt.

Beispiel 4.11.Eine lineare Funktiorf (z) = ax + b ist streng monoton steigend, falls> 0,
und streng monoton fallend, falis< 0. Die konstante Funktiolfi(z) = b ist sowohl monoton
steigend als auch monoton fallend.

Beispiel 4.12.f : R\{0} — R, f(z) = 1/« ist nicht monoton auR\{0}. Erst die Einschran-
kung des Definitionsbereichs a(#f oo, 0) oder (0, o) liefert eine streng monoton fallende
Funktion.
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Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat

Definition 4.13. f : A — B heil3t
e surjektiv, wennf(A) = B gilt, d.h. fur alley € B existiert einz € A mit f(x)0y
e injektiv, wenn fUr beliebige:; # x5, 1, xo € M folgt f(z1) # f(x2).
e bijektiv, falls f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Bemerkung 4.14. f ist genau dann injektiv, wenn gilt
Vay, € M: f(z) = flz2) = z1=21

Beispiel 4.15.f : R — R, f(z) = z? ist nicht injektiv, daf(—1) = 1 = f(1), und nicht
surjektiv, daf (R) = R;.

Beispiel 4.16.g : R — R, g(x) = 2® + 1 ist injektiv, denn fur aller;, z, € R gilt:
o Ay = By +1# a3 +1 = g(a) # g(x,)
g ist auch surjektiv. Sej € R undz := (y — 1)'/3. Dann istz € R und es gilt
g(x) =g(ly—1*) =y.
Somit istg auch bijektiv.

Bemerkung 4.17.1st f streng monoton (steigend oder fallend), sofigtjektiv.
Denn ausr; # ., also entweder;, > x, oderz; < x5, folgt schonf(z,) > f(z,) oder

f(z1) < f(x2), @lsof(w1) # f(x2).

Allerdings ist nicht jede injektive Funktion auch monoton.

Bemerkung 4.18.Eine injektive Abbildungf : A — B kann durch Einschranken der Ziel-
mengeA auf f(A) in eine bijektive Funktiory : A — f(A) mit g(x) := f(x) Uberflhrt
werden.

4.3 \Verkettung von Funktionen, Umkehrfunktion

In Beispiel 4.16 haben wir fur jedes€ R ein geeignetes € R angegeben mig(x) = y.
Dabei ist wesentlich, dags: R — R, g(x) = z*® + 1, eine bijektive Funktion ist.

Definition 4.19. Eine Funktionf : A — B heil3t umkehrbar, wenn es zu jedgne A genau
einx € A gibt, fir dasf(x) = y gilt. Zu einer umkehrbaren Funktighheil3tg : B — A die
Umkehrfunktion , falls gilt

Wir schreibeny = £,
Beachteif ~1(z) # 1/ f(x).
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Beispiel 4.20(Berechnung einer Umkehrfunktianie Umkehrfunktion erhalt man durch
Auflosen der Gleichung(z) = y nachz. Seif : R, — (0,1], f(z) = 1/(2* + 1) und
y € (0,1]. Dann

1 1 1/2
Y P?+l==- & x:(——l) i

el T Y Y
Die Umkehrfunktion lautef ' : (0,1] — R, f~(z) = \/1/z — 1.
Bemerkung 4.21.
(i) Eine Funktionf : A — B ist genau dann umkehrbar, wenn sie bijektiv ist.

(i) Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist der WelvereichB von f. Der Werte-
bereich vonf 1 ist der Definitionsbereich von f.

(iii) Die Umkehrfunktion f~! ist wieder umkehrbar mitf—!)~! = f.

(iv) Graphisch erhalt man die Umkehrfunktion durch Spiegglan der Winkelhalbieren-
den.

(v) Firz € Aundy € Bmit f(x) = y gilt

FUH ) = fl@) =y bzw. f7(f(z)) = [""(y) =2

Die Hintereinanderausfihrung vghund der Umkehrfuntion liefert die Identitat oder
identische Abbildungy +— y.

Allgemein definiert man die Verkettung von Funktionen, dé deer Differentiation und Inte-
gralrechnung eine wichtige Rolle spielt, wie folgt.

Definition 4.22. SeienA, B,C Mengenundf : A — B, g : B — C Abbildungen. Dann ist
die Verkettung (Komposition, Hintereinanderausfiuhrungd f : A — C definiert durch

(go fl(x) =g(f(x), xeA

Beispiel 4.23.Sei f : R — R, f(z) = 2%, undg : R, — R, g(x) = y/z. Dann ist
fog:R, — Rgegeben durch

foglx)=flg(x) = f(Vr) = (Vo) = .

Da das Bildf(R) dem Definitionsbereich vog entspricht, kbnnen wir aucho f bilden. Es
gilt
go f(x) = g(a?) = Va2 = |a].

Beachte:/(—3)2 =v9=3=|—3|.

Bemerkung 4.24.Die Komposition ist im Allgemeinen nicht kommutativ, d,fio g # go f.
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4.4 Maximum und Minimum
Definition 4.25. Sei f : A — R eine Funktion.

() zo € A heil3t Minimumstelle vory, falls

f(xo) < f(x) furallex € A.

(i) xo € A heil3t Maximumstelle vorf, falls

f(xo) > f(x) furallex € A.

FUr quadratische Funktionen kann eine Maximum- bzw. Mimatelle leicht berechnet wer-
den.

Satz 4.26.Gegeben sei die quadratische Funktipn R — R mit f(z) = ax? + bz + ¢ und
a # 0. Dann gilt

b\2 b
f(a:)-a(:c+2—a> _4_0,_'_0
undzg := —% ist Minimumstelle, falla > 0, und Minimumstelle, falls < 0.

BEWEIS. Mittels quadratischer Erganzung erhalten wir

b b B>y b
@) = a(a+22) e = a(e? 42 ot ) 1 e
a

2a 4a? 4a
b\2 b?
= a(x+—> —— +c
2a

Da(x + b/(2a))? > 0 fur alle z und inx, den Wert) annimmt, hatf eine Minimumstelle in
Zo, Wenna > 0 ist bzw. eine Maximumestelle, falls < 0. O

Bemerkung 4.27.Satz 4.26 liefert unmittelbar die bekanpig Formel zur Bestimmung der
Nullstellen einer quadratischen Funktion.

2 P\? 2
x +px+q:(x+§> —(—) +q=0

P p? P p?
= —= — —q oder v =—7 —1\/——
T=oo g e RS T VAV

wobei die Lésungen nur existieren, fali$/4 > ¢. Gilt p? /4 = ¢, so existiert nur eine Null-
stelle.

—

Eine Maximum- oder Minimumstelle existiert nicht fur jederfktion, man betrachte z.B.
f(z) = 23 oder f(z) = 1/x mit jeweils maximalem Definitionsbereich.
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4.5 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir haben in Definition 3.11 den Grenzwert einer Folgeas, as, . .. definiert. Nun soll fur
eine Funktionf der Grenzwert vorf (z) fir x gegem, oo oder—oco definiert werden.

Definition 4.28. Fur f : A — R, A C R sowiea, ¢ € R sagt man
lim f(z) = c,

T—a

falls fur jede Folggx,,) mit z,, € A undlim,,_,, x,, = a gilt

lim f(z,) =c.

n—o0

Analog definiert man
lim f(x)bzw. lim f(z)

T—00 T——00
sowie
lim f(z) = oo bzw. lim f(z) = —oc0
T—a T—a

flr a € R odera € {00, —o0}.

Bemerkung 4.29.Entsprechend wirrd der einseitige Grenzwerte einer Fanldefiniert.
Wir schreiben fur detinksseitigen Grenzwertvon f an der Stelle:

lim f(z) =¢ oder  f(z—)=c¢,,

z,/a
falls fur jede Folgez,, ) mit x,, € A, z, < a undlim,,_,, x, = a gilt
g, f (o) = ¢

Fur denrechtsseitigen Grenzwertvon f an der Stelle: schreiben wir entsprecherfdz+) =
lim,~, f(z) = c. Dabei werden nur Folgen mit, > a betrachtet.

Beispiel 4.30.
1. f(x) = 2", n € N, n gerade, dantim,_,, " = lim,_, ., 2" = 0.
2. f(x) = 2", n € N, nungeradelim, .., 2" = oo, lim, , 2" = —oc.
3. f(x) =1/z,x # 0. Dann

lim l = —00, lim l = 00.
/02X N0 T
Bemerkung 4.31(Rechenregeln fir Grenzwertd)a Grenzwerte von Funktionswerten als
Grenzwerte von Folgen definiert sind, gelten vergleichiaehenregeln wie fir Folgen.
Seieng, f Funktionen mit
limg(z) =y € R

Tr—a
und
lim f(z) = z € R,

Tr—ra

sowiee R. Dann gilt
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lIm(f(z)+g(z)) = liné f(z) +limg(z) =y + 2

T—a T—r r—a

lim(c- f(x)) =c-lim f(x) =c-y

T—a T—a

lim(f(2) - g(x)) = lim f(z) - lim g(z) = y - =

T—a r—a r—a

4. Fallsz # 0, dann
fl@) lime o f(z) y

li = :
za g(r) lim,,,g9(z) =z

Beispiel 4.32.Fir f(z) = (2% +2)/(3 — z)? gilt

, o (=1?*+2 03
Jm, fl) = i = T 16
: . 1+2/2? 1
1 == 1 = — =

Stetigkeit

Definition 4.33 (Stetigkeit) Sei A C R. Eine Funktionf : A — R heil3t stetig ina € A,
wenn gilt:

lim f(z) = f(a).
f heil3t stetig, wenrf in jedem Punkt € A stetig ist.

Der Graph einer stetigen Funktigi die auf einem Definitionsbereich ohne Licken definiert
ist, hat keine Sriinge oder Pole.

Beispiel 4.34. 1. Jedes Polynom(z) = a,z" + - - - + a1z + ay ist stetig.
2. [:R\{0} = R, f(z) = 1/x, ist stetig.
3. f:R—=R, f(0) =0undf(z) = z/|z| sonst, ist nicht stetig.
Bemerkung 4.35.Sind f und g stetige Funktionen; € R, dann sind die Funktionen

f+a9,f—g,c [ flg.fallsg#0,foyg
stetig.
Fur stetige Funktionen, die auf eindntervall definiert sind, gelten zwei wichtige Satze.

Satz 4.36(Zwischenwertsatz)Sei f : [a,b] — R stetig undy ein Wert zwischetrf(a) und
f(b). Dann gibt es einx € [a,b] mit f(z) = v.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, das jede stetige Funktiofa, b] — R mit f(a) < 0 und
f(b) > 0 oder umgekehrt mindestens eine Nullstell¢dnb) besitzt.

Satz 4.37(Satz vom Minimum und Maximum)Sei f : [a,b] — R stetig. Dann istf be-
schrankt und hat auf:.b] ein Minimum und ein Maximum.
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5 Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel sollen einige spezielle Funktionen vetgkt werden.

5.1 Polynome

Definition 5.1 (Polynom n-ten GradesEine Funktion der Form,, : R — R,
po(T) = apz™ + 12" P4 ar+ay, T €ER,

mit Koeffizientenay, . . . a, € R, a, # 0, n € N, heil3tPolynomn-ten Grades

Polynome sind stetige Funktionen und haben nach Satz 4f3jé@em Intervall[a,b] ein
Minimum und ein Maximum. Isp,,(z) = a,2™ + a,_12" ' + - - + ayx + ao €in Polynom
vom Gradn, dann folgt aus der Darstellung

Ap—1 1 a; 1 ag 1
pn(fc)zanx”<1+ S 2 )

a, T a, "1 a,xm"
sofort:
lim p, (x) = oo,
T—r00
falls a,, > 0,

lim_p, () = o<,
r—r—0Q0

falls (a,, > 0 undn gerade) oderd, < 0 undn ungerade),

xEIEloopn(:w =%

falls a,, > 0 undn ungerade) odewf, < 0 und gerade).

Satz 5.2.Ein Polynomp,, vom Gradn > 0 hat hochstens Nullstellen. Istz, eine Nullstelle
vonp,, d.h.p,(z¢) = 0, dann existiert ein Polynom,_; vom Gradn — 1, so dass gilt

pn(z) = (2 — 20) - pp_1(), z € R.

Die Abspaltung des Faktofs — () gelingt mit Polynomdivision. Die wiederholte Anwen-
dung von Satz 5.2 liefert

Satz 5.3.Istp,,(z9) = 0, dann existiert einn € N, m < n, und ein Polynonp,,_,, vom Grad
n—m Mmitp,_.,(zo) # 0, so dass gilt

pu(@) = (& —20)™ - pn-m(z),  TER
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5.2 Rationale Funktionen

Definition 5.4. Seienp,, undg, Polynome vom Graa bzw.m undD = {z € R : ¢, (x) #
0}. Die Funktion

f:D—R, f(z) =

heilRtrationale Funktion.

Die Nullstellen vong,, sind die Definitionsliicken. Ist, Nullstelle vong,,, dann gibt es
Zahlens € {0,...,n},r € {1,...,m} und Polynome,,_ undg,,_, mit p,,_(x¢) # 0 und
Gm—r(T0) # 0, SO dass

S—r p”*S (.T)

T pa() (T — 20)°pn—s()
f@) Gm—r ()

T @) w0 @) )

Daraus folgt:

e Fallss < r, dann hatf in x, eine Polstelle, d.h.

xli/r?o f(z) € {—00,00} und xli\r?o f(z) € {—o0,00}.

e Fallss > r, dannistf in z, stetig erganzbar, d.h. es gibe R mit

0, s>r
pnfs(xO)/mer(xO% s=r

c= lim f(z) = {

T—T0
Beispiel 5.5.Seinp;(z) = 2® + 22 = ( — 0)*(z + 1) undga(z) = 2> — 1 = (z + 1)(z — 1).
Dannist{z € R : ¢»(x) = 0} = R\{—1,1}. Es gilt
2

= 10—
(+ )x—l

ps(z)
()

Also ist die Funktionf(xz) = ps(z)/q(x) in xy = —1 stetig ergdnzbar. Dagegen hat sie in
x1 = 1 eine Polstelle, da
(x4 1)

r+1

=(zx—-1)

5.3 Die Exponentialfunktion und der naturliche Logarithmus

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel. Auf einem Konto wirdEuro zu einem Zinssatz von
100% angelegt. Bei jahrlicher, monatlicher bzw. taglicher zZiaslung betragt das Kapital
nach einem Jahr:

e Beijahrlicher Zinszahlung:
(1+1)=2.
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e Bei monatlicher Zinszahlung:

1\ 12
1 —) — 2613
( T3

e Bei taglicher Zinszahlung:

1 L\ 2.7145
(*%) = 20040,

Bei n Zinszahlungen gilt entspreche(td+ 1/n)". Je grof3ern wird, umso mehr néhert sich
der Betrag am Ende des Jahres der (irrationalen) ZahP.718281828... an. Allgemein gilt
folgendes Resultat.

Satz 5.6.Seix € R. Dann ist die Folger,, := (1 + z/n)", n € N, konvergent.
Dies gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 5.7. Die Funktionexp : R — R definiert durch

exp(z) := lim (1 + f>n, r e R,

n—00 n

heitExponentialfunktion. Man schreibt auch® fiir exp(x).

Firxz = k/m mit k,m € N gilt nach den Regeln der Potenzrechnung und Satz 5.6

k n 1 nm/k\ k/m
() = (0 ) ™)
n nm/k n—so0,n/keN
Dies rechtfertigt die Schreibweisé = exp(x) fur positive rationale Zahlen. Allgemein
gelten fUr die Exponentialfunktion Rechenregeln wie fltdpaen:
exp(z + y) = exp(z) - exp(y)
und
exp(c-z) = (exp(x))-.

Durche® = exp(x) kann die Potenz voa mit einem beliebigen Exponentenc R definiert
werden. Diese Definition ist konsistent zur schon bekanbefimition fur rationale Exponen-
ten.

Bemerkung 5.8(Eigenschaften der Exponentialfunktion)
1. ¢ =1.
2. Esgilte” > 0 furallex € R.
3. e %= e%

4. Die Exponentialfunktion ist stetig, streng monotonggeid und injektiv. Weiterhin ist
exp : R — R, auch surjektiv und somit bijektiv.
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Da die Exponentialfunktioaxp : R — R, bijektiv ist, existiert auch die Umkehrfunktion.

Definition 5.9. Der Umkehrfunktionln : R, — R von der Exponentialfunktion wird als
naturlicher Logarithmus bezeichnet.

Flrxz € Runda > 0 gilt also

sowie
In(e”) ==z und @ =g,

Bemerkung 5.10.Furz,y > 0, ¢ € Q gelten die folgende Rechenregeln:
1. In(z - y) = In(z) + In(y),
2. In(z¢) = ¢ In(z).

5.4 Allgemeine Potenzen und Logarithmen

Nun sollen allgemeine Potenzen der Farfrfur a > 0 definiert werden. Mit den Rechenre-
geln fur die Exponentialfunktion erhalt man fur naturlichehlenk, m € N

a-..-a=a" = <€ln(a))m = ¢mn(e)

N——

m—mal
und i

Yam = gmlk = (eln(a)>m/ _ gm/kn(a)
Allgemein definiert mam® wie folgt.
Definition 5.11. Seia > 0. Die Funktionf : R — R mit
f(z) =a® = exp (z - In(a)) = =@, z € R,

hei3tallgemeine Exponentialfunktion zur Basisa.

Bemerkung 5.12.Es gelten die bekannten Rechenregeln fir Potenzen. &dien0, =,y €
R. Dann

1. a*Y =a" - aY,
2. 0% = (a*)° = (a°)",
3. (a-b)* =a"-b".
Die allgemeine Exponentialfunktion zur Bagis# 1 ist bijektiv und damit umkehrbar.

Definition 5.13. Seia > 0,a # 1. Die Umkehrfunktionlog, : R, — R von der Funktion
x — a” heitLogarithmusfunktion zur Basis a. Der Wertlog,(x) heil3t Logarithmus von
zur Basisa.
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Flra,b > 0,a # 1 undc € R gilt:
c=log,b <<= a° =0

Bemerkung 5.14.Der Logarithmus von b zur Basis a(auch: a-Logarithmus von b) ist also
diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um b zu erhdls gilt also per Definition:

alogab —b

und
log,a®=rc

Aus der zweiten Beziehung folgt unmittelbar ftie= 0 bzw.c = 1:
log,1 =0, log,a=1.

Der Logarithmus zur Basis 10 hei@¢kadischer Logarithmus(i.Z. 1g), der Logarithmus zur
Basise ist der schon bekannte natirliche Logarithmus, aise log, .
Merke: Basis und Argument des Logarithmus sind immer positi

Satz 5.15.Es gilt fUra,b > 0, a # 1:

In(b)
In(a)

log, (b) =

Beispiel 5.16.

2" =16 & z=10g,16 & =z =4

2=1log,36 & 12=36 & =06
o v =1log;125 & 5" =125 & =3
e 5=logyr & 3 =1 & =243
Satz 5.17.Fur den Logarithmus zur Basisgelten folgende Rechenregetnd, z > 0):
(i) log,(c-d)=log, c+log,d,
(i) log, (2) = log, c —log, d,

(iii) log, 2® =b-log, x, b € R.
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6 Differentiation

Seienf : R — R eine Funktion und:, x;, = = + h zwei verschiedene Punkte auf der
Achse. Eine Gerade durch die Punkte f(z)) und (xp, f(x,)) nennen wir einéSekante
Die Steigung der Sekante ist gegeben durchiéierenzenquotienten

Ay = LW = 1@) _ flath) = fx)

Ty — T h

Fur h — 0 geht die Sekante Uber in die Tangente im PunkDie Steigung der Tangente
ergibt sich als Grenzwert des Differenzenquotienteih) fur h — 0, falls dieser Grenzwert
existiert.

Definition 6.1. Sei f : R — R eine Funktion und: € R. Falls der Grenzwert voi,,(h) far
h — 0 existiert, dann heil3f in x differenzierbar mit deAbleitung

fla+h) = f(@)

f'(z) = lim

h—0 h
Man schreibt auch p 9 (2) p
dy _df(x) _d oy
i —dxf(x) f(z).

f'(z) heildt auchDifferentialquotient .

Ist f in x differenzierbar, dann ist auch stetig inc, daf(z + h) — f(z) — 0 gilt fur A — 0.
Die Umkehrung gilt aber nicht.
Die Funktionf(z) = |z| ist stetig aber nicht differenzierbar ih da

0+ h| — [0 1, h>0
D = fl H:{—1 h <0

in 0 nicht konvergent ist.
Die Tangente an den Graphen vpm « ist eine lineare Funktion, die Tangentenfunktion. Die
Formel lautet

tra(z) = f'(a)(x —a) + f(a), =z €R.
6.1 Rechenregeln
Folgende Verkniupfungen von Funktionen fihren wieder Ziedifhizierbaren Funktionen.
Satz 6.2.Sindf, g in x differenzierbar, dann gelten die folgenden Rechenregeln.
(i)
(c-f)(@)=c-f(z), (f£9)(x)=/f(z)*g(2),

wobeic € R.

(i) Produktregel:



(i) Quotientenregel:

<[)' (2) = ['(x)g(x) — f(x)g'(x)

falls g(z) # 0.

Satz 6.3(Kettenregel) Ist die Funktiory in « und die Funktiory in z = g(x) differenzierbar,
dannist auchf o g(x) = f(g(x)) in z differenzierbar und es gilt:

(f o 9)'(x) = (f(9(2))) = ['(9(x))g (x).

Satz 6.4(Ableitung der Umkehrfunktion)ist f umkehrbar und differenzierbar in mit der
Ableitungz = f’(z), dann ist die Umkehrfunktion indifferenzierbar mit der Ableitung

d 1
== Frey
Ableitungen einiger wichtiger Funktionen:
f(x) f(z) Voraussetzungen
c = konst 0
x" na" ! n € N oder
n € Z, x # 0 oder
neR, x>0

Yr=aw | tavl= Loy neN, z>0

a®

log, e

a*lna =

a>0,a#1

Inz z >0

8|~

log, x %logae:L a>0,a#1, >0

zlna

6.2 Hohere Ableitungen

Da die Ableitung einer Funktion wieder eine Funktion istnkasie gegebenenfalls wieder
differenziert werden. Man schreibt dann

d
f(@) = () (@) = = f'(2)
und entsprechen@” und allgemeiner
FO @) = (£ (@) = ) ),

In diesem Fall nennen wif in z auch(n + 1)-fach differenzierbar.
Das Vorzeichen der ersten Ableitung beschreibt das Mometerhalten.

Bemerkung 6.5.Seif : (a,b) — R differenzierbar. Es gilt
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f'(x) > 0farallex f monoton wachsend,

(x) =
f'(x) > 0furallex = f streng monoton wachsend,
() =

f'(z) < 0flrallex f monoton fallend,

f(x) < 0furallex = f streng monoton fallend.
Das Vorzeichen der zweiten Ableitung beschreibt das Krinmgeuerhalten.
Bemerkung 6.6. Es gilt

f"(x) > 0farallez — f ist konvex (Linkskrimmung),

f"(x) <0flurallex — f ist konkav (Rechtskrimmung).

Satz 6.7(Regel von L’'Hdspital)
Sindf, g differenzierbar und gilt entweder

lim f(z) =0 = lim g(x)
T—a Tr—a

oder
lim f(z) = oo = lim g(z)

rT—ra

fira € R odera € {—o00, 00}, dann gilt

@) S
e

Die Regel darf auch mehrfach angewendet werden.

6.3 Nullstellenberechnung

Wir betrachten zwei Verfahren zur numerischen BestimmumnereéNullstelle.

Regula Falsi: Sei f[a,b] — R eine stetige Funktion, die in den Punkterund b unter-
schiedliches Vorzeichen hat. Dann wissen wir nach dem Zwiseertsatz 4.36, dagsauf
dem Intervallja, b)) mindestens eine Nullstelle besitzt.

Als erste Naherung wahlt man die Nullstelle der Sekante lddie Punkte(a, f(a)) und
(b, f(b)). Die Formel fur die Sekante lautet

senta) = OO ) 4 0

Die erste Naherung, erhalt man als Nullstelle vos, , alsos,;(x1) = 0. Nach Umformung

erhalt man ; (b — b (a)
—a a — a
A Oy O RO
Ist f(x1) = 0, dann hat man eine Nullstelle gefunden. Andernfalls wiebsds Verfahren tber
dem kleineren Intervalla,, b;] = [a, 2] oder|ay,b1] = [x1,b] wiederholt, je nachdem, ob
f(a) und f(x;) unterschiedliches Vorzeichen haben odeyf @b, ) und f (b) unterschiedliches
Vorzeichen besitzen. Mit den Startwerten= a undb, = b erhalt man folgende Iteration:
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1. Schritt: Berechne
o an71f<bnfl) - bnflf(anfl)

T (o) = flan)

2. Schritt: Fall§z,, — z,_1| < geforderte Genauigkeit, breche die Iteration ab und wéahle

x* = x, als hinreichend gute Naherung.

Ist das Abbruchkriterium nicht erfillt, dann setite, b,] = [a,_1, x,], falls die Vor-
zeichen vonf(a) und f(z;) unterschiedlich sind, und ansonstep, b,| = [z, b,_1].

Erhohen um 1 und fihre Schritt 1 erneut durch.

Wenn man nicht abbricht, dann konvergiert die Failger,, x3,... immer gegen eine Null-
stelle der Funktiory im Intervall [a, b].

Newton-Verfahren: Hier wird eine differenzierbare Funktiofia,b] — R vorausgesetzt.
Es wird wieder eine Iteration durchgefuihrt, wobei man al®&téngz, ., im (n + 1)-ten
Schritt die Nullstelle der Tangente

te, (2) = f'(20)(® — 2,) + f(20)

an f im Punktx,, wahlt. Man erhalt die Iteration
Tnyl = Tn — )

! f'(zn)

Das Newton-Verfahren konvergiert in der Regel schneller@dings ist die Konvergenz nicht
garantiert. (Bsp.f(z) = x3 — 2z + 2 mit Startwert0 oder1.) Unter Umstanden liefert das
Verfahren einen Wert,,, der nicht mehr im Definitionsbereich der Funktion liegt.

n € N.

6.4 Lokale Maxima und Minima

Mit Hilfe der Differentialrechnung kénnen lokale MaximadiMinima von Funktionen be-
stimmt werden.

Definition 6.8. (Vgl. auch Definition 4.25)
Seif : A — R eine Funktion. Dann heil3t ein Punkf € A

(i) lokale Minimumstelle von f, falls eine > 0 existiert, So dass
flzo) < f(x) furallex € AN (xg—e,20+ ¢),

(i) lokale Maximumstellevon f, falls eine > 0 existiert, so dass
f(zo) > f(x) furallex € AN (zg—e, 20+ ¢).

Satz 6.9(Notwendige Bedingung fur ein lokales Extremum)
Sei f in xy differenzierbar undr, sei kein Randpunkt des Definitionsbereicheszjseine
lokale Minimum- oder Maximumstelle vgindann gilt

f,(l‘o) = 0

Man nennt Punkte mif’(z) = 0 auch stationére Punkte.
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Ist f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, dann kdnnen also héckstenNullstellen
der Ableitung oder die Randpunkte lokale Minimum- oder Miaxmstellen sein (notwendi-
ges Kriterium).

Um zu Uberprifen, ob eine Nullstelig der Ableitung auch tatséchlich ein lokale Extremstelle
ist, muss man das Wachstumsverhalten in einer Umgebungiesardullstelle untersuchen.

e |st die Funktion links vorx, monoton wachsend und rechts davon monoton fallend, so
ist x, eine lokale Maximumestelle.

e Ist die Funktion links von:, monoton fallend und rechts davon monoton wachsend, so
ist x eine lokale Minimumstelle.

e 1, ist dagegen keine Extremstelle, wenn in einer Umgebunguyatie Funktion ent-
weder streng monoton steigend oder fallend ist.

Ist die Funktionf in einer Umgebung vom, differenzierbar, dann kann das Wachstumsver-
halten auch mit Hilfe der ersten Ableitung untersucht ward@abei wird Uberpruft, ob diese
in xo einen Vorzeichenwechsel hat.

Satz 6.10. f sei auf der Mengéx, — ¢, x¢ + ¢) differenzierbar fir eire > 0 mit f'(xy) = 0.

(i) Falls f'(z) > 0furallex € (zg —¢,z0) und f'(x) < 0 furalle x € (zg, xy + ), dann
ist zy ein lokaler Maximumpunkt.

(i) Falls f'(z) < O0furallex € (xg —e,x9) und f'(z) > 0 fur alle x € (zg, 9 + €), dann
ist zo ein lokaler Minimumpunkt.

(ii) Falls f'(z) < 0furallex € (zg — &, z0) und fur allez € (x¢, zo + ), dann istz, kein
lokaler Extrempunkt.

(iv) Falls f'(z) > 0 furallex € (zg — &, z0) und fur allez € (x¢, zo + ), dann istz kein
lokaler Extrempunkt.

Schlief3lich kann auch mit Hilfe der zweiten Ableitung ustezht werden, ob die Bedingun-
gen von Satz 6.10 (i) oder (ii) erftllt sind.

Satz 6.11(Hinreichende Bedingung fur ein lokales Extremum)
Seif zweimal differenzierbar;, kein Randpunkt ungd’(z,) = 0.

(i) Ist f"(zo) < 0, dann istz, ein lokaler Maximumpunkt.

(i) Ist f”(xo) > 0, dann istz, ein lokaler Minimumpunkt.

6.5 Wendepunkte

Sei f zweimal differenzierbar ung”(z,,) = 0. Falls f” in z,, sein Vorzeichen wechselt,
dann heil3tc,, Wendepunkt. Gilt zusatzlicli’(z,,) = 0, so nennt mam,, einen Sattelpunkt.
Wendepunkte sind lokale Extrempunkte der Ableitung. IseiiePunkten wechselt das Kriim-
mungsverhalten der Funktighvon konkav (rechtsgekrimmt) nach konvex (linksgekrimmt)
oder umgekehrt.
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7 Integralrechnung

Eine wesentliche Aufgabe der Integralrechnung bestelm dé@n Zusammenhang zwischen
der Umkehrung der Differentiation und der Berechnung v@ckéninhalten zu beschreiben.

7.1 Das bestimmte Integral und Flacheninhalte

Sei f : [a,b] — R eine nicht negative stetige Funktion. Gesucht ist die F&thdie vom
Graphen der Funktion, derAchse sowie den Senkrechten= a« undz = b begrenzt wird.
Formal wird der Begriff des Flacheninhalts im allgemeinati Fit Hilfe des Grenzwertbe-
griffes definiert, indem die Flache von unten und oben dutigtksveise konstante Funktionen
angenahert wird, flr deren Flachenberechnung man nur nissss, dass der Inhalt eines
Rechtecks mit Kantenlangenundb gleich dem Produkt - b ist.

Wir zerlegen das Intervalk, b] in Teilintervalle|x;, x;, 1] mit

a=r9g<z1<...<x, =0
Auf jedem Intervall[z;, z; 1] werden der kleinste bzw. gré3te Funktionswert ydmestimmt
w; = min{f(x) :z; <z <xiq} undo; := max{f(z) : z; <z < 41},

so dass ein Rechteck mit Holg unter den Funktionsgraphen passt, und ein Rechteck der
Hohe o, den Funktionsgraphen einschlief3t. Fur eine solche Zamtpgudefinieren wir die
zugehdorigeJntersumme und Obersummedurch

n—1 n—1
U(Z.f) =) i (21— ;) undO(Z. f) =) _o; (wip1 —
1=0 1=0

Offensichtlich istU(Z, f) < O(Z, f) und bei einer verniinftigen Definition sollte der Fla-
cheninhaltA zwischen diesen beiden Werten liegen. Je feiner die Zanlggly desto naher
sollten die oberen und unteren Schranken am gesuchterefRiadialt liegen.

Formal wird deshalb das Feinheitsmaf3

|Z] = _Inax |x2+1 ;|
definiert als die Breite des langsten Intervalls der Zenggund die Flachel wird definiert
durch Grenziibergang’| — 0, d.h.

A:=lim U(Z, f)= lim O(Z, f),
|Z]—0 |Z]—0
falls diese beiden Grenzwerte tGibereinstimmen. Man kargereidass diese beiden Grenz-
werte immer existieren und ubereinstimmen, fdllstetig ist. Man nennt diesen Grenzwert
dasbestimmte Integral. Fur eine beliebige (evtl. nicht stetige) Funktipnst das bestimmte
Integral nur dann definiert, wenn beide Grenzwerte Ubetieinsen.
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Definition 7.1 (Riemann-Integral)

Eine Funktionf : [a,b] — R heil3t (Riemanniptegrierbar, falls die beiden Grenz-
werte lim,, ... U(Z,, f) und lim,,_,., O(Z,, f) fur jede Folge von Zerlegunge#, mit
lim,_, |Z,| = 0 existieren und Ubereinstimmen.

Dann nennt man den Grenzwésstimmtes Integralvon f tber|a, b] und schreibt:

/ f(z)dx = lim U(Z, f) = lim O(Z, f).

|Z|—0 |Z|—0

Dabei heil3tz untere Integrationsgrenzeundb obere Integrationsgrenze Die Funktion f
hei3tintegrand undx heil3tintegrationsvariable.

Die Integrationsvariable kann beliebig umbenannt werésmilt

LU@M:A%@@:L%@#

Stetige und stlickweise stetige Funktionen mit endlicrevié)nstetigkeitsstellen sind immer
integrierbar. Es gibt aber auch Funktionen, die nicht Riemiategrierbar sind, wie z.B.

1 fallsz € Q,
f@) = {0, sonst.

Beispiel 7.2.Wir wollen mit der Definition des Integrals die Trapezflagfj’ezdx berechnen.
Aus der Elementargeometrie sollte bekannt sein, dasséimudjehorige Flache gilt

’ b 1
/a xdx:a;r (b—a)za(bz—aQ).

Fir den formalen Nachweis dieser Formel mit obiger Definizerlegen wir das Intervall
[a, b] In n dquidistante Teilintervalle der Lange— a) /n. Also istz; = a+i(b—a)/n. Wegen
der Monotonie der Funktioi(x) = x ist deshalb

b— b—
¢ undo, = a+ (i + 1) na.

U; = a+ 7
Daraus ergibt sich

n—1
UZ, f) = i (w1 — ;)
=0

n—1

< ,b—a) b—a
S (e ).
; n n
=0

b—a b—an_l,
= -(an+ - Zz)

1=0
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Wegen

ergibt sich damit

b—a

U(Z,f)=— (an+

n 2
b—a n—l)
2 n /

b—a‘(n—l)n)

:(b—a)(a+

Durch Grenzubergand’| — 0 bzw.n — oo erhélt man

_ b—a b? —a?
;1|210U(Z,f)—(b—a)<a+ . >_ .

Analog erhélt man fur die Obersummg 7, f) wegeno; = u; + (b —a)/n

b—a_b—a_n:U<ij)+(b—a)2

Oz, ) =U(Z )+ .

den gleichen Grenzwert und somit

b b2_a2
/ xdr = lim U(Z, f)= lim O(Z, f) = .

|Z|—0 |Z|—0 2

Folgende elementaren Eigenschaften des bestimmten dfgdgssen sich einfach aus der
Definition herleiten und sind anschaulich klar.

Satz 7.3.FUr integrierbare Funktionerf, g undc € R gilt

/abcf(a:)da: = c/abf(x)da:,

(i) c¢- fistintegrierbar und

(i) f + gistintegrierbar und
b b b
/ (f(z) + g(x))dz :/ f(:c)d:c—l—/ g(z)dx.

AulRerdem gilt offensichtlich folgendatervalladditivitat .

Satz 7.4.Es seif in [a, b] und in[b, ¢] integrierbar. Dann gilt:
c b c
/ f(z)dx = / f(z)dx +/ f(z)dx.
a a b
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Aus Satz 7.4 |asst sich sofort folgern, dass eine stuckvsgisige Funktion mit endlich vielen
Unstetigkeitsstellen
a=a<a<a<..<a,<a,=>b

integrierbar ist mit

/f(a:)da::z ; f(z)dz.

a;—1

Wir definieren bestimmte Integrale auch fir die Falle b unda > b so, dass weiterhin Satz
7.4 gilt, auch wenn diese keine Bedeutung als Flachenmhalben.

Definition 7.5. Seif : [a,b] — R integrierbar. Dann setzt man

a) llaﬂxszo, b) ‘AaﬂxMx:—iléﬂxﬂx

Damit gilt die Beziehung

/ab f(z)dz + /ba f(zx)dx = /aa f(z)dz = 0.

7.2 Integration und Stammfunktion

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen dem bestimmtegral und der Diffe-
rentiation. Dazu definieren wir diategralfunktion (Flacheninhaltsfunktion)

F(z) = /m ft)ydt, a<x<b.

Es gilt der folgendd.. Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Satz 7.6.Seif : [a,b] — R stetig. Dann ist die Integralfunktiof'(z) von f auf [a, b] diffe-
renzierbar und es gilt

F'() = f(x).

BEWEIS. Aus Satz 7.4 folgt sofort fur ein beliebigés> 0 undz € [a, 0]
z+h T
F@+M—ﬂ@:/ f@ﬁ—/f@ﬁ
a$+h a
t

:L f(t)dt.

myp, :=min{f(t): x <t <z +h} undM;, := max{f(t):x <t <z +h}.

Sei

Dann gilt
hm, < F(x+ h) — F(z) < hM,,
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also
F(x+h) — F(z)

h
Aus der Stetigkeit vorf folgt limy, o m;, = limy,_,o M, = f(x) und somit

my < < M.

F(z+h) — F()

f(a) < lim N < f(=),

folglich F'(x) = f(x). O

Der Satz 7.6 besagt gerade, d#és) die Ableitung der Integralfunktiod’(z) ist. Die Inte-
gration kann also als Umkehrung der Differentiation bdttacwerden.

Definition 7.7. Sei f eine gegebene stetige Funktion im Interyallb]. Eine differenzierbare
FunktionF : [a, b] — R heiBtStammfunktion zu f, falls gilt:

F'(z) = f(z) furallex € [a,b].

Stammfunktionen sind nicht eindeutig, z.B. dilf + 1)’ = 2z = (2?)’. Addiert man zu einer
Stammfunktion eine Konstante, so erhélt man eine weitemm®ifunktion.

Satz 7.8.Seif stetig aufla, b], und F; eine Stammfunktion zfi Dann erhalt man samtliche
Stammfunktionef’ zu f durch

F(x)=Fi(z)+¢, ceR

Das bedeutet, dass sich zwei StammfunktioAgrund F, zu f(z) nur um eine Konstante
unterscheiden.

Definition 7.9. Die Menge aller Stammfunktionen zfuin [a, b] heil3tunbestimmtes Inte-
gral und wird mit [ f(z)dz bezeichnet. Man verwendet auch die (mathematisch nichzt gan
korrekte Schreibweisefj f (z)dx = F(z) + c.

Wir erhalten folgende Tabelle fiir einige der wichtigstetegrale:

f(x) [ f(z)dx Bemerkungen

0 c c = const.

" n%rlx”“ +c n#—1

(ax +b)" é%+c n#-1,a#0
1/x In(z) + ¢ x>0

— =In(az +b)+c|ar+b>0, a#0
e’ e’ +c

R Teantb 1 70

a
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Beispiel 7.10. (i

)
(ii)
(i)
(iv)

(v)
/6—0.1tdt — _106—0.115 +e.

Den Zusammenhang zwischen beliebigen Stammfunktionerf womd dem bestimmten Inte-
gral liefert der2. Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Satz 7.11.Es seif : [a,b] — R stetig, undF' eine beliebige Stammfunktion fuDann gilt

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a).

BEWEIS. SeiF,(z) = [ f(s)ds die Integralfunktion. D&, eine weitere Stammfunktion ist,
gibt es einc € R, so dasd'(z) = F,(x) + ¢. Mit F,(a) = 0 folgt

F() ~ Fla) = Fu(b) = Fula) = [ f(s)as.
]

Damit kénnen wir uns die komplizierte Berechnung von bestien Integralen tber die Be-
rechnung des Grenzwertes von Ober- und Untersummen emspackdurch die Bestimmung
von Stammfunktionen ersetzen. Aul3erdem rechtfertigedi®atz im Nachhinein die Verwen-
dung des gleichen Symbolilf (bzw. f:)

Konvention: Man benutzt oft folgende Schreibweisen bei der Berechnumgbestimmten
Integralen mittels Stammfunktionen:

b

[yt =r
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Beispiel 7.12.a) Wir wiederholen die Berechnung V(fcl‘ﬁ xdx mit Hilfe des 2. Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung. Eine Stammfumktvon f (z) = z ist gegeben durch
F(z) = 2*/2 + ¢ mit einer beliebigen Konstante Aus Satz 7.11 folgt damit

b 2 2 2 2
a m b p2 —
/xdx_ Ok (a)-;ﬁ—c—(% C)_ 2a'

Aus der komplizierten Rechnung mit Hilfe der Grenzwerte @ier- und Untersummen wird
also ein einfacher Einzeiler, und wie man am Beispiel noch siedt, spielt die Wahl der
Konstante: keine Rolle.

b) Wir berechnen den Flacheninhalt zwischen der Funkfian = +/z, derz-Achse, und
den Geraden = 1 undx = 4:

4 4
/ \/de:/ xl/de:gx?’/? 42243/2_213/2:E.
1 1 3 1 3 3 3

7.3 Spezielle Integrationstechniken

Wir betrachten zunachst den Fall von Produktintegratider gilt folgende Regel, die man
auchpartielle Integration nennt.

Satz 7.13.Es seieny, f’, g, ¢’ stetige Funktionen. Dann gilt

[ H@)g @ dz = fag(o) - [ F@)gla) de ®
BEWEIS. Nach der Produktregel der Differenziation gilt
(f@)g@)) = f(@)g(x) + F()g'(2).
Also ist f(«)g(x) eine Stammfunktion von der rechten Seite und wir erhalten
[ F@@ + @) @) dz = fla)g(o) +e.
Durch Umstellen folgt daraus (1). 0

FUr das zugehorige bestimmte Integral gilt dann die anaRegel

[ H(@)g @) de = |f(2)g(@)] — [ f(@)g(x) do 2)

Dieses Verfahren der partiellen Integration empfiehlt sisdnn folgende zwei Voraussetzun-
gen erflllt sind:

1. Der Integrand kann als Produkt aufgefasst werden, dessenFaktor (namlicly’(z))
leicht integriert werden kann (zq(z)).

2. Das auf der rechten Seite von (1) stehende Intggf&lz)g(z) dx ist einfacher zu l6sen
als das urspruingliche Integralf (z)g'(z) dz.
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Beispiel 7.14.Gesucht istf x In(x) dz (fir 2 > 0). Der zweite Faktoin(z) ist nicht ohne
weiteres integrierbar, wohl aber der erstex). Also setzen wig/(z) = z und f(x) = In(x).
Dann istg(x) = z*/2 eine Stammfunktion vop'(z) und f'(z) = 1/x. Somit erhalten wir

/:cln(:c)d :% /——daz
- T

2

/23x1n(x) dz = {— ] ;;dx

2
— {”” In(z )—x—} ~ 2.3075.
4 2

Also erhalt man z.B.

Aus der Kettenregel der Differenziation kann man folge8déstitutionsregelherleiten.

Satz 7.15.Es seif stetig undh stetig differenzierbar. Dann gilt mit = h(x)

[ fta) sy do= [ g du 3)

Ist zusatzlichh umkehrbar mit Umkehrfunktiola—!, dann gilt mitz = A= (u)

/f d:c_/f (u) du. (4)

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Ableitungen der beiden Seiten vornc@leig (3) naclr tUber-
einstimmen. Sef f(u) du = F(u) + c¢. Wegenu = h(x) istdu/dx = h'(x) und somit

d , du dF(u) du
& [t @ (o) (@) = f) e = =

f(h
:di /f ) du.

Die Regel (4) folgt aus (3) mit = h~*(u) wie folgt:

[ ) du= [ e ) - 07 @) du = [ f(ba))de

Bemerkung: Damit wird spatestens deutlich, warum es sinnvoll ist, Ddferential dz im-
mer mit anzugeben. Der Satz besagt namlich, dass wenn mamtégrandenf (h(z)) die
Variable z durchxz = h~'(u) substituiert, dass man dann auch das Differentiakubsti-
tuieren muss durcidz = (h™')'(u)du, weil eben fur die Ableitung vorr = h=!(u) gilt:
dr/du = (h=1) (u).

g
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Beispiel 7.16.a) Gesuchtis{ zv/1 — z2dz. Wir vereinfachen das Integral durch Substitution
1 — 2% = u. Dann giltdu = —2xdx. Deshalb erhalt man

/x\/l—xQd:c———/\/l—xQ —2z)d :——/\/_du
1 1 1
= —gu?’/z +c = _§<1 — )P e = -3 (1—22)3 +c
b) Gesucht istf 35;5“*’2 dxz. Da der Z&hler fast Gbereinstimmt mit der Ableitung vom Namn

substituieren wit = z* + 2z2. Dann giltdt = (42® + 4x)dz und deshalb
1 4 4dz)d 1 /1
/udx:_/w _ _/_dt
xt 4 222 4 xt + 222 4 | t
1 1 4 9
= Zln(t)+c = Zln(x + 2x%) + c.

Flr dasbestimmte Integral erhalten wir die folgende zu Satz 7.15 analoge Regel:
Satz 7.17.Es seif stetig undh stetig differenzierbar. Dann gilt

h(b)
/ Fh@) W@y de = [ flu) du (5)

h(a)

Ist zusatzlichh umkehrbar mit Umkehrfunktiolat. Dann gilt

h(b)
/ Fh@) de= [ fu)- (Y () du. 6)

h(a)

Hier ist also zu beachten, dass auch die Integrationsgnesr#sprechend der Substitutions-
funktion zu transformieren sind.

Beispiel 7.18.Gesucht istf'* #*/zT — 1 da. Wir substituieren
t=h(x)=2"-1 = dt=42"dur.
Die Integrationsgrenzem, = 1 undz, = 2 miussen entsprechend transformiert werden:
ti=h(r)=1"-1=0, ty=nh(z)=2"-1=15
Also ist

2
/x3\/az4—1d:€: / Vtdt = [t?’/?} ~ 9.6825.
1

Alternativ kdnnte man die Stammfunktion durch “Resubstitu’ gewinnen, und dann die
urspringlichen Integrationsgrenzen verwenden:

1 1
/:c3vx4—1da: = Z/\/Zdtzé(x4—1)3/2+c.

Daraus folgt fur das bestimmte Integral
2

2 1
/ Vot — 1dx = [6@4 - 1)3/2} ~ 9.6825.
1

1
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7.4 Uneigentliche Integrale
Manchmal interessiert man sich fur Integrale Uber unehdliatervalle.

Definition 7.19. Sei f : R — R eine integrierbare Funktiofi: R — R. Falls der Grenzwert
limp oo f;’ f(z) dz existiert, so schreibt man

/aoo f(x) dz = lim /abf(x) d

Man sagt dann, dass daseigentliche Integral [ f(x) dx konvergiert. Falls der Grenz-
wert nicht existiert, sagt man, dass das Integral divetrgheralog definiert man im Falle der
Existenz der Grenzwerte

/_;f( dz = Tim bf()

a——0o0

/_Zf( d:c—agmoo f dx—/ f(zx da:—i—/ f(z

Solche uneigentlichen Integrale splelen beispielsweisder Statistik eine wichtige Rolle.
Dort nennt man eine nichtnegative Funktibn R — [0, co) Dichte, falls

INCEE

Ein Beispiel fur eine solche Dichte ist die Dichte der sogemnan Exponentialverteilung,
welche gegeben ist durch
ae” x>0,
-

0, z <0,

und

mit einem positiven Parameter> 0.
Eine wichtige Grol3e in der Wahrscheinlichkeitsrechnuhdis sogenannte Verteilungsfunk-

tion .
:/ ft)dt, zeR.
Dies ist dann eine monoton wachsende Funktion mit

lim F(z)=0 wund lim F(z) = 1.

T——00 T—00

Im Falle der obigen Exponentialverteilung erhalten wir £ 0

/f t) dt = /Odt+/ ae” dt
0

[l

=1—e
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Firz < 0 gilt F(z) = 0, und wir sehen, dass tatsachlich gilt:

/OO f(t)dt = lim F(z) = lim (1 —e ) = 1.

T—00 T—00

Beispiel 7.20.Wir betrachten das Integral

Im Fallea > 1 erhalten wir flrb > 1

1—a b

1z

Damit ergibt sich fiu > 1

/id:c:hm ! (b —1)= !
1

9 booo 1 —a a—1

Im Fall ¢ = 1 erhalten wir

Xz

/b L de = In(b) = n(1) = In(b) = oo

fur b — oo, und somit divergiert das Integral. Ebenso divergiert ddsdral fira < 1, da die
rechte Seite in Gleichung (7) gegen unendlich geht.

Analog zu Integralen Giber unbeschrankte Intervalle defimean Integrale fir unbeschrankte
Funktionen, die Pole besitzen. Als Beispiel betrachte marFdnktion f(z) = 1/y/z. Da
kann man fragen, ob die Flache unter dieser Funktion imvatef0, 2) endlich ist, und falls
ja, welchen Wert sie hat. DA(0) nicht definiert ist, undimy,_,o f(h) = oo gilt, behilft man
sich wieder mit dem entsprechenden Grenzwert. Allgemeiimidet man fur den Fall, dass
f(z) an der Stellec = a nicht definiert ist, das uneigentliche Integral

b b
/ f(z) dx = lim f(z) dx,

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, undagndalls f(x) an der Stellec = b
nicht definiert ist, das uneigentliche Integral

b b—h
/ f(z)dx = lim f(z) dx.

h—0+ a

Mit dieser Definition erhalten wir

2 2
/—dx:lim —dx
0

VT h—=0+ J,
2
= Jim, [2va], = i 22 =2V
= 2V/2.
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