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1 Grundlagen

Die folgenden Grundlagen aus der Schulmathematik werden als bekannt vorausgesetzt. Falls
diese nicht geläufig sind, bitte diesen Schulstoff wiederholen!

1.1 Mengen

EineMenge ist eine Gesamtheit von verschiedenen Objekten, genanntElemente. Ein Objekt
liegt in einer M.

Schreib- und Sprechweisen:

x ∈M x ist ein Element der MengeM , x liegt in der MengeM

x /∈M x ist nicht Element der MengeM , x liegt nicht in der MengeM

M = {a, b, c} M besteht aus den Elementena, b, c (aufzählende Form)

M = {x|x ist eine positive ganze Zahl} (beschreibende Form)

M = ∅ = {} M ist die leere Menge

Besipiel: A = {2, 4, 6, . . . 20}, {x|x positive ganze Zahl undx2 < 0} = ∅.

Bemerkung: SeienA undB Mengen.

(i) A heißt Teilmenge vonB, wenn jedes Element vonA auch Element vonB ist, i.Z.
A ⊂ B.

(ii) Zwei MengenA undB sind gleich, wenn jedes Element vonA auch Element vonB ist
und umgekehrt.

Damit folgt sofort, dass die Reihenfolge der Elemente irrelevant ist. Es gilt z.B.:

{1, 2, 3} = {3, 1, 2}
und formal auch{1, 2, 3, 4/2} = {1, 2, 3}.

Mengenoperationen: Für zwei MengenA undB definiert man

(i) die Vereinigung vonA undB durch

A ∪B = {x|x ∈ A oderx ∈ B},

(ii) den Durchschnitt vonA undB durch

A ∩B = {x|x ∈ A undx ∈ B},

(iii) die Differenz vonA undB

A\B = {x|x ∈ A undx /∈ B}.
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1.2 Zahlbereiche

Definition 1.1. (i) Natürliche Zahlen:

N = {1, 2, 3, 4, ...}

(ii) N0 = N ∪ {0} = {0, 1, 2, 3, 4, ...}

(iii) Ganze Zahlen:
Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}

(iv) Rationale Zahlen:
Q = {p/q | p ∈ Z, q ∈ N}

Das ist die Menge aller Brüche der Formp/q mit p, q ganze Zahlen (q 6= 0):

1

2
, −10

11
, −1.41 = −141

100

Die rechte Seite von
314

100
= 3.14

heißtendlicher Dezimalbruch. Ein (periodischer)unendlicher Dezimalbruch ist z.B.

10

7
= 1.42857 142857

︸ ︷︷ ︸
142857
︸ ︷︷ ︸

. . .

(v) Reelle Zahlen:

R ={alle Zahlen mit beliebigem Dezimalbruch}

Eine reelle Zahl ist genau dann rational, wenn der Dezimalbruch abbricht oder peri-
odisch ist, andernfalls heißt sie irrational.

Also: Alle Zahlenx ∈ R mit x /∈ Q heißen irrational.

Beispiele für irrationale reelle Zahlen sind
√
2 = 1.4142..., π = 3.1415..., 0.10110111011110...

(vi) Komplexe Zahlen:C

Offenbar gilt:N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Intervalle

Die Menge der reellen Zahlen zwischena undb (a < b) heißt Intervall. Definiere

[a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b} (a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b}
[a, b) = {x ∈ R|a ≤ x < b} (a, b) = {x ∈ R|a < x < b}

(−∞, b) = {x ∈ R|x < b} (−∞, b] = {x ∈ R|x ≤ b}
(a,∞) = {x ∈ R|x > a} [a,∞) = {x ∈ R|x ≥ a}
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Rechenregeln

Für beliebige reelle Zahlena, b, c gelten folgende Rechenregeln:

a + b = b+ a (a + b) + c = a + (b+ c)

a + 0 = a a + (−a) = 0

ab = ba (ab)c = a(bc)

1 · a = a a/a = 1, a 6= 0

(−a)b = a(−b) = −ab (−a)(−b) = ab

a(b+ c) = ab+ ac (a + b)c = ac + bc

Für Brüche gelten folgende Rechenregeln, falls die Nenner6= 0:

a · c
b · c =

a

b

−a
−b =

a

b

− a

b
=
−a
b

a

c
+

b

c
=

a + b

c
a

b
+

c

d
=

ad+ bc

bd
a+

b

c
=

ac + b

c
a

b
· c
d
=

ac

bd

a

b
÷ c

d
=

ad

bc

Ungleichungen

Es gelten folgende Implikationen:

a > 0, b > 0 ⇒ a+ b > 0 undab > 0,

a > b ⇔ a− b > 0

a > b ⇒ a + c > b+ c

a > b undb > c ⇒ a > c

a > b undc > 0 ⇒ ac > bc

a > b undc < 0 ⇒ ac < bc

a > b undc > d ⇒ a+ c > b+ d

1.3 Potenz- und Zinseszinsrechnung

Ganzzahlige Potenzen

Wir schreiben
52 = 5 · 5, 53 = 5 · 5 · 5, ...
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Allgemein ist dien-te Potenz vona

an = a · a · . . . · a
︸ ︷︷ ︸

n Faktoren

.

Dabei heißta Basisundn Exponent.
Ist a = p/q ein Bruch, so gilt

(
p

q

)n

=
p

q
· p
q
· . . . · p

q
=

pn

qn
.

Beispiel: (Zinseszinsrechnung) Auf einem Konto mit einer jährlichenVerzinsung von 3 %
wird ein Betrag vonK0 = 1000e angelegt. Wieviel Kapital ist nach 5 Jahren auf dem Konto?

Der Zinssatz beträgti = 3% = 0.03. Nach einem Jahr beträgt das Kapital

K1 = K0 +K0 · i = K0 · (1 + i) = K0 · 1.03.

Nach zwei Jahren beträgt das Kapital

K2 = K1 +K1 · i = K1 · (1 + i) = K0 · (1 + i)2.

Nachn Jahren beträgt das Kapital

Kn = K0 · (1 + i)n.

Also beträgt das Kapital nach 5 Jahren

K5 = 1000 · 1.035 = 1159.27.

Beispiel: (Abschreibung) Ein Auto mit einem Neuwert vonW0 = 20000 e verliert pro
Jahr 15 % an Wert. Wie hoch ist der Wert nach 4 Jahren?

Der WertWn nachn Jahren beträgt

W1 = W0 −W0 · 0.15 = W0 · 0.85,
W2 = W1 · 0.85 = W0 · 0.852,

...

Wn = W0 · 0.85n.

Also nach 4 Jahren
W4 = 20000 · 0.854 = 10440.12.

(geometrisch-degressive Abschreibung)
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Rechenregeln für Potenzen: Seiena, b 6= 0 reelle Zahlen undr, s ∈ Z:
Dann gelten folgende Rechenregeln:

a0 := 1 a−r :=
1

ar

ar · as = ar+s (ab)r = arbr

(a

b

)r

=
ar

br
ar

as
= ar−s

(ar)s = ars

Beispiel: (Zinseszinsrechnung, negativer Exponent) Wieviel Geld hätten Sie vor 5 Jahren
zu einem Zinssatz von 4 % anlegen müssen, um heute 1000e zu haben?

Wir wissen
Kn = K0 · (1 + i)n.

Hier gegebenKn = 1000. GesuchtK0?

K0 =
Kn

(1 + i)n
= Kn · (1 + i)−n = 821.92.

Gebrochene Exponenten

Wie definiert mana(p/q) für Brüche, damit die eben genannten Rechenregeln weiterhin gelten?
Füra > 0 kennen Sie die Definition dern-ten Wurzel n

√
a alspositiveLösung von

xn = a.

Nach den Rechenregeln für Exponenten muss füra1/n gelten:

a = a1 = a(
1

n
·n) = (a1/n)n.

Also ist eine sinnvolle Definition
a1/n := n

√
a.

Unter Verwendung der Rechenregeln für Exponenten ist also die allgemeine Definition für
a > 0, p ganze Zahl undq eine natürliche Zahl

ap/q = (a1/q)p =
(

q
√
a
)p

Beispiel:

85/3 =
(

3
√
8
)5

= 25 = 32.
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Einfache jährliche Verzinsung

Beispiel: (Einfache Verzinsung)
Sie legen den Betrag von 1000e zu einem Zins von 4 % an. Wieviel Geld haben Sie nach 5
Jahren, wenn Sie die Zinsen immer abheben und in den Sparstrumpf stecken?

Sie erhalten 5 Jahre lang immer1000 · 0.04 = 40 e Zinsen. Nach 5 Jahren verfügen Sie also
über

1000 + 5 · 40 = 1200e.

Einfache jährliche Verzinsung bedeutet, dass Zinszahlungen nicht verzinst werden. Bei An-
fangsguthabenK0 und Zinssatzi lautet das Guthaben nachn Jahren:

Kn = K0 · (1 + n · i).

Diskontierung: Soll zu einem EndkapitalKn das AnfangskapitalK0 bestimmt werden, so
lautet die Formel:

K0 =
Kn

1 + n · i .

Einfache unterjährige Verzinsung

In Deutschland wird die Zinsperiode von 1 Jahr in der Regel in12 Monate mit 30 Tagen
eingeteilt, also in 360 Tageseinheiten (so genannte 30/360-Methode). Die Zinszahlungz für t
Zinstage (0 ≤ t ≤ 360) beträgt dann

z =
t

360
·K0 · i.

Das Endkapital nacht Tagen beträgt

Kt = K0 + z = K0 +
t

360
·K0 · i = K0 ·

(

1 +
t

360
· i
)

Wir haben schon gesehen, dass sich bein Jahren Zinszahlung mit Zinseszins für den Endwert
nachn Jahren ergibt:

Kn = K0 · (1 + i)n

und für den BarwertK0 bei gegebenem EndwertKn gilt

K0 =
Kn

(1 + i)n
= Kn · (1 + i)−n.

Beispiel: (Berechnung des Zinssatzesi)
Ihre Bank verspricht Ihnen, bei Anlage von 1000e in 15 Jahren den doppelten Betrag von
2000e zurückzuzahlen. Wie hoch ist der Zinssatz?

Es gilt also2 ·K0 = K15 = K0 · (1 + i)15.
Division durchK0 6= 0 liefert 2 = (1 + i)15. Ziehen der 15-ten Wurzel liefert

1 + i = 21/15 = 1.04729.

Also ist der Zinssatzi = 1.04729− 1 = 4.729 %.
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2 Etwas mathematische Logik

Logik beschäftigt sich mit den Methoden des Denkens, d.h. mit der Aufstellung und Überprü-
fung logischer Gesetze und Regeln für das Bilden von Begriffen, Aussagen und Schlüssen.

2.1 Aussagenlogik

Bezeichung 2.1.Eine Aussageist ein sprachliches Gebilde, das vom Inhalt her wahr oder
falsch ist, d.h. man kann jeder Aussage einen Wahrheitswertzuordnen.

Keine Aussagen sind:

• Guten Morgen!

• Walzer ist der schönste Tanz.

• Dieser Satz ist falsch.

Es ist nicht immer bekannt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, es gibt jedoch keine Aussa-
ge, die weder wahr noch falsch ist und keine, die beides zugleich ist.

Bezeichung 2.2.Eineelementare Aussageist eine Aussage, die keine weitere Aussage als
Teil enthält und die nicht Negation einer Aussage ist.

Beispiel 2.3.

• Die Erde ist ein Planet. (w)

• 5 ist eine Primzahl. (w)

• 7 ist eine gerade Zahl. (f)

Bezeichung 2.4.Eine nicht elementare Aussageist eine Aussage, die aus zwei oder meh-
reren elementaren Aussagen zusammengesetzt ist oder die durch Verneinung einer Aussage
entsteht.

Beispiel 2.5.

• Es gilt nicht, das Steine auf der Erde nach oben fallen. (w)

• Rubens war weder Maler noch Architekt. (f)

Bezeichung 2.6.Eine Aussageformist ein sprachliches Gebilde, das mindestens eine freie
Variable enthält und in eine Aussage übergeht, sobald ein Element der jeweiligen Grundmenge
für jede freie Variable eingesetzt wird. Aussageformen, die ausschließlich Aussagevariablen
enthalten, nennt manaussagenlogische Aussageformen.

Beispiel 2.7.

• x2 = 1.
Ist R die Grundmenge, dann ist die Aussage wahr fürx = 1 oderx = −1, für jede
andere reelle Zahlx ist sie falsch.
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• Entwederp oderq ist eine wahre Aussage.
Es handelt sich um eine aussagenlogische Aussageform, dap undq sinnvollerweise nur
als Aussagevariablen zu verstehen sind. Die Aussageform nimmt genau dann den Wert
wahr an, wenn genau eine der beiden Variablen durch eine wahre Aussage (bzw. den
Wahrheitswert w) und die andere durch eine falsche Aussage (bzw. den Wahrheitswert
f) ersetzt wird.

Definition 2.8. Eine aussagenlogische Aussageform, die bei jeder Belegungihrer Variablen
den Wert wahr annimmt, heißtWahrform (oder auchTautologie, logisch wahre Aussage-
form, logisches Gesetz).
Wird bei jeder Belegung ihrer Variablen der Wert falsch angenommen, so heißt eine aussagen-
logische AussageformFalschform (oder auch Kontradiktion, logisch falsche Aussageform,
logischer Widerspruch).
Alle übrigen aussagenlogischen Aussageformen nennt manNeutralform .

Beispiel 2.9.

1. „Es gilt entwederp oder nichtp.“ ist eine Tautologie.

2. „Es gilt p und nichtp.“ ist ein Widerspruch.

3. „Es gilt p oderq.“ ist eine Neutralform.

Definition 2.10. Eine Abbildung, die einer oder mehreren Aussagen bzw. Aussageformen ei-
ne neue Aussage bzw. Aussageform zuordnet, nennt manJunktion . Für bestimmte gebräuch-
liche Junktionen gibt es allgemein übliche Symbole, sog.Junktoren:

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise

Negation ¬p nichtp
Konjunktion p ∧ q p undq
Disjunktion p ∨ q p oderq (einschließendes oder)
Subjunktion (p→ q); ¬p ∨ q ausp subjungiertq
Bijunktion (p→ q) ∧ (q → p); (p↔ q) p bijungiertq
Antivalenz ¬(p↔ q); (p←7→ q) entwederp oderq

(ausschließendes oder)

Beispiel 2.11. (Der zugehörige Wahrheitswert ist nicht angegeben.)

• p: Die Rose ist rot.

¬p: Die Rose ist nicht rot.

• p: 18 ist durch 2 teilbar.q: 18 ist durch 3 teilbar.

p ∧ q: 18 ist durch 2 und durch 3 teilbar.

• p: Das Kind ißt Bonbons.q: Das Kind ißt Schokolade.

p ∨ q: Das Kind ißt Schokolade oder Bonbons oder beides.
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• p: x ist durch 10 teilbar.q: x ist durch 5 teilbar.

p→ q: Wennx durch 10 teilbar ist, so istx auch durch 5 teilbar.

• p: Eine Zahl ist durch 6 teilbar.q: Eine Zahl ist durch 2 teilbar.

p↔ q: Eine Zahl ist dann und nur dann durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 teilbar ist.

• p: Peter ist in Köln geboren.q: Peter ist in Bonn geboren.

p←7→ q: Peter ist entweder in Köln oder in Bonn geboren.

In der Logik interessiert man sich nicht (so sehr) dafür, waseine Junktion bei konkreten Aus-
sagen bewirkt, sondern man betrachtet die Bedeutung einer Junktion als ausreichend beschrie-
ben, wenn man weiß, wie sich der Wahrheitswert der zugeordneten Aussage in Abhängigkeit
von dem der ursprünglichen Aussagen verhält. Dazu dienen die sog. Wahrheitsfunktionen.

Definition 2.12. Die Zuordnung von Wahrheitswerten einer Aussagenverknüpfung zu den
Wahrheitswerten der in ihr enthaltenen Elementaraussagenbezeichnet man alsWahrheits-
funktion.

Wahrheitsfunktionen können mit Hilfe von Wahrheitswertetabellen beschrieben werden:

p q ¬p p ∧ q p ∨ q p→ q p↔ q p←7→ q

w w f w w w w f
w f f f w f f w
f w w f w w f w
f f w f f w w f

Mit Hilfe dieser Symbole und Funktionen kann man Sachverhalte, die in der Umgangssprache
nur sehr umständlich zu beschreiben wären, sehr einfach ausdrücken. Außerdem lassen sich
mit Hilfe von eindeutig definierten Symbolen Mißverständnisse vermeiden.

Beispiel 2.13.

• p: Es schneit.,q: Es ist kalt.

a) Es schneit, es ist kalt. p ∧ q
b) Es schneit, aber es ist nicht kalt. p ∧ (¬q)
c) Wenn es schneit, ist es kalt. p→ q
d) Weder schneit es, noch ist es kalt. (¬p) ∧ (¬q)
e) Es stimmt nicht, daß es schneit oder es kalt ist.¬(p ∨ q)

• p: Paul ist reich.,q: Paul ist glücklich.

a) p ∧ (¬q) Paul ist reich, aber nicht glücklich.
b) (¬p) ∨ q Paul ist nicht reich oder glücklich.
c) (¬p) ∧ (¬q) Weder ist Paul reich noch glücklich.
d) p→ q Wenn Paul reich ist, ist er glücklich.
e) p←7→ q Entweder ist Paul reich oder glücklich.

Definition 2.14. SeienA undB Aussageformen:

11



• A impliziert B (A ⇒ B), wennA → B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: wennA,
dannB; B folgt logisch ausA; A ist hinreichende Bedingung fürB; B ist notwendige
Bedingung fürA). Man spricht vonlogischer Implikation .

• A ist äquivalent zuB (A ⇔ B), wennA ↔ B eine Tautologie ist. (Sprechweisen:
A genau dann, wennB; A dann und nur dann, wennB). Man spricht vonlogischer
Äquivalenz.

Beachte: Die Pfeile⇔, ⇒ bezeichnen eine Beziehung zwischen Wahrheitsfunktionen,die
Pfeile↔, → verbinden Aussagen bzw. Aussageformen zu neuen Aussagen bzw. Aussage-
formen.p → q meint also die Aussageform „Ausp folgt q.“ währendp ⇒ q die Tatsache
bezeichnet, daßq ausp logisch folgt, alsop→ q eine Tautologie ist.

2.2 Gesetze der Aussagenlogik

• Kommutativgesetze

p ∨ q ⇔ q ∨ p

p ∧ q ⇔ q ∧ p

• Assoziativgesetze

(p ∨ q) ∨ r ⇔ p ∨ (q ∨ r)

(p ∧ q) ∧ r ⇔ p ∧ (q ∧ r)

• Distributivgesetze

p ∨ (q ∧ r)⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

• Idempotenzgesetze

p ∨ p⇔ p

p ∧ p⇔ p

• Absorptionsgesetze

p ∨ (p ∧ q)⇔ p

p ∧ (p ∨ q)⇔ p

• de Morgan Gesetze

¬(p ∨ q)⇔ (¬p) ∧ (¬q)
¬(p ∧ q)⇔ (¬p) ∨ (¬q)

• Andere Verneinungsgesetze (W Wahrform, F Falschform)

¬(¬p)⇔ p

¬W ⇔ F

¬F ⇔W
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• Satz vom ausgeschlossenen Dritten

p ∨ (¬p) ist eine Tautologie.

• Satz vom Widerspruch

p ∧ (¬p) ist eine Kontradiktion.

• Kontrapositionsgesetz

(p→ q)⇔ (¬q)→ ¬p

• Transitivgesetz

((p→ q) ∧ (q → r))⇒ (p→ r)

• Abtrenngesetze

p ∧ (p→ q)⇒ q (direkter Schluß)

(p→ q) ∧ (¬q)⇒ ¬q (indirekter Schluß)

Bewiesen werden diese Gesetze durch Aufstellen der zugehörigen Wahrheitswertetabelle.

2.3 Existenz- und Universalaussagen

Existenz- und Universalaussagen beziehen sich auf Aussageformen. SeiA(x) eine Aus-
sageform mit einer Variablenx und G eine Menge zulässiger Objekte. Dann bezeichnet
{x ∈ G : A(x)} die Menge aller Objekte der Grundmenge G, für dieA(x) wahr. Man sagt
auchfür die die EigenschaftA(x) erfüllt ist. Man verwendet folgende Bezeichnungen.

Definition 2.15. SeiA(x) eine Aussageform mit GrundmengeG.

(i) Falls{x ∈ G : A(x)} 6= ∅, dann schreibt man

∃ x ∈ G : A(x)

Sprechweise: Es existiert einx ∈ G mit der EigenschaftA(x).
Das Zeichen∃ heißtExistenzquantor.

(ii) Falls {x ∈ G : A(x)} = G, dann schreibt man

∀ x ∈ G : A(x)

Sprechweise: Für alle (oder jedes)x ∈ G gilt A(x).
Das Zeichen∀ heißtAllquantor .

Beispiel 2.16.SeiG = R. Betrachte die Aussageformen

A(x): x löst die Gleichungx2 = 4,

B(x): x ≤ ex.
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Wegen22 = (−2)2 = 4 gilt: ∃ x ∈ R : A(x)
Wir zeigen später, dassx ≤ ex für alle reellen Zahlen gilt, d.h. ∀ x ∈ R : B(x).

Somit sind sogenannteExistenzaussagenbzw. Universalaussagenaus den Aussageformen
entstanden. Die vorkommende Variable ist nicht mehr frei, sondern durch den entsprechenden
Quantor gebunden. (Man darf nicht mehr jedes beliebige Element der Grundmenge einsetzen
bzw. man muss jedes Element einsetzen können.)
Beliebige Kombinationen sind möglich, z.B.

∀ x ∈ R ∃ n ∈ N : n > x.

Verneinung von Existenz- und Universalaussagen

Oftmals sind in der Mathematik Verneinungen von Existenz- und Universalaussagen zu bil-
den. Dabei ist folgende Regel ist zu beachten:

1. Verneinung einer Existenzaussage

¬(∃ x ∈ G : A(x)) ⇐⇒ ∀ x ∈ G : ¬A(x)

2. Verneinung einer Universalaussage

¬(∀ x ∈ G : A(x)) ⇐⇒ ∃ x ∈ G : ¬A(x)

Beispiel 2.17(Verneinte Existenzaussage).

¬(∃ n ∈ N : n ≥ 7 ∧ n ≤ 10)

⇔ ∀ n ∈ N : ¬(n ≥ 7 ∧ n ≤ 10)

⇔ ∀ n ∈ N : ¬(n ≥ 7) ∨ ¬(n ≤ 10)

⇔ ∀ n ∈ N : n < 7 ∨ n > 10

Beispiel 2.18(Verneinte Universalaussage).

¬(∀ n ∈ N : (n ist eine Primzahl→ n ist ungerade))

⇔ ∃ n ∈ N : ¬(n ist eine Primzahl→ n ist ungerade))

⇔ ∃ n ∈ N : ¬(¬ (n ist eine Primzahl) ∨ n ist ungerade)

⇔ ∃ n ∈ N : n ist Primzahl∧ n ist gerade

Bei Aussagen, die mehrere Quantoren enthalten, wird aus∀ jeweils∃ und umgekehrt und die
zugehörige Aussageform ist zu verneinen. Die Eigenschaften der Variablen unter den Quan-
toren sind beizubehalten.

Beispiel 2.19.

¬(∀ x ∈ R ∃ n ∈ N : n > x) ⇐⇒ ∃ x ∈ R ∀ n ∈ N : n ≤ x

14



2.4 Notwendige und hinreichende Bedingung

FürA⇒ B gibt es, wie schon erwähnt, die Formulierungen:

1. A ist hinreichend fürB.

2. B ist notwendig fürA.

1. besagt, daß die Erfüllung der AussageA ausreichend für die Erfüllung der AussageB ist.
2. besagt, daß die Gültigkeit der AussageB erforderlich ist, damit die AussageA gilt. Gilt B
nicht, so gilt auchA nicht.

Beispiel 2.20.

A: Die Zahln ist teilbar durch 6.

B: Die Zahln ist teilbar durch 3.

Dann gilt:A⇒ B.
Hinreichend dafür, daßn durch 3 teilbar ist, ist dasn durch 6 teilbar ist. Notwendig dafür, daß
eine Zahl durch 6 teilbar ist, ist ihre Teilbarkeit durch 3.

Die ÄquivalenzA ⇔ B (gleichbedeutend mitA ⇒ B und B ⇒ A) gilt in diesem Beispiel
nicht. Z.B. ist 9 durch 3 teilbar, jedoch nicht durch 6.
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3 Folgen, Summen, Produkte, Grenzwerte

3.1 Folgen

Definition 3.1 (Folge). Eine Auflistung von Zahlena1, a2, a3, ... odera0, a1, a2, ... heißt Zah-
lenfolge. Für eine Folge schreibt man auch kurz(an).

Bemerkung 3.2.Es gibt endliche Folgen, z.B. 1,6,23,8 und unendliche Folgen.

Beispiel 3.3(Unendliche Folgen).

(i) 1, 2, 3, 4, . . . , an = n, natürliche Zahlen.

(ii) a0, d, an = a0 + n · d, n ∈ N, arithmetische Folge. Es giltan+1 − an = d.

(iii) (−1, 1,−1, 1,−1, . . . , an = (−1)n, n ∈ N

(iv) 1, 1/2, 1/4, 1/8, . . . , an = 2n, n ∈ N0.

(v) a0, q ∈ R, an = a · qn, n ∈ N0, geometrische Folge.
Es giltan+1/an = q, falls a 6= 0 q 6= 0.

(vi) b, c ∈ R, a1 = 2, an = c · an−1 + b, rekursiv definierte Folge.

3.2 Summen

Seienai ∈ R, i ∈ Z, undk, l ∈ Z.
Wir verwenden im Folgenden das “Summen-Symbol”

n∑

i=k

ai =







ak + ak+1 + . . .+ an, k < n
ak, k = n
0, k > n

Beispiel 3.4.Seia1, ..., a5 die Folge der Zahlen von 1 bis 5 (alsoa1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 =
4, a5 = 5). Dann ist

5∑

i=1

ai = a1 + a3 + a3 + a4 + a5 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15

3∑

i=2

ai = a2 + a3 = 2 + 3 = 5

Bemerkung 3.5. Im Fall der beiden Summen aus dem vorherigen Beispiel könnendie Sum-
manden auch “direkt” angegeben werden. Man schreibt

5∑

i=1

i = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15

3∑

i=2

i = 2 + 3 = 5
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Ebenso:

4∑

i=0

2i = 20 + 21 + 22 + 23 + 24

5∑

i=3

(x+ i)2·i = (x+ 3)2·3 + (x+ 4)2·4 + (x+ 5)2·5

Rechenregeln für Summen

Satz 3.6.Seien(ai) und(bi) Folgen undc eine reelle Zahl. Dann gilt

n∑

i=1

(ai + bi) =

n∑

i=1

ai +

n∑

i=1

bi,

n∑

i=1

c · ai = c ·
n∑

i=1

ai.

Weiterhin gilt

n−1∑

i=0

ai+1 =
n∑

i=1

ai

bzw. allgemeiner fürk ∈ N

n∑

i=0

ai =
n+k∑

i=k

ai−k “Indexshift”

sowie fürk < l < n:

n∑

i=k

ai =

l∑

i=k

ai +

n∑

i=l+1

ai.

BEWEIS. Klar. �

Formeln für wichtige Summen

Satz 3.7.Für n ∈ N gilt:

n∑

i=1

i =
n · (n+ 1)

2
.
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BEWEIS.

2 ·
n∑

i=1

i =
n∑

i=1

i+
n∑

i=1

i

= 1 + 2 + 3 + ... + n− 1 + n
+ n + n− 1 + n− 2 + ... + 2 + 1

= n(n+ 1),

also2 ·∑n
i=1 i = n(n+ 1). Hieraus folgt die Behauptung. �

Satz 3.8.Für n ∈ N0 undq ∈ R, q 6= 1 gilt:
n∑

i=0

qi =
qn+1 − 1

q − 1
.

BEWEIS.

(q − 1)
n∑

i=0

qi =
n∑

i=0

(q − 1)qi

=

n∑

i=0

(qi+1 − qi) Teleskopsumme

= qn+1 − q0 = qn+1 − 1,

also

(q − 1)
n∑

i=0

qi = qn+1 − 1.

Teilen durch(q − 1) liefert die Behauptung. �

Beispiel 3.9(Einfache Verzinsung). Am 15.03. überweist Ihnen Ihre Oma den BetragB =
500 e . Wie hoch ist der Zinsertrag, wenn Sie diesen zu einem Zins von 4 % bis zum Jahres-
ende anlegen?
Der Betrag wird wird15 + 9 · 30 Tage verzinst. Also gilt

Z =
15 + 9 · 30

360
· B · i = 285

360
· 500 · 0.04 ≈ 15.83.

Sie erhalten weitere Zahlungen jeweils am 15. der Folgemonate. Wie hoch ist der gesamte
Zinsertrag, wenn Sie alle Zahlungen zu einem Zins von 4 % bis zum Jahresende anlegen? Die
Summe der Zinserträge beträgt:

15 + 9 · 30
360

· B · i+ · · ·+ 15 + 0 · 30
360

· B · i

=
9∑

j=0

15 + j · 30
360

· B · i = B · i
360

9∑

j=0

(

15 + 30j
)

=
B · i
360

(

15 · 10 + 30

9∑

j=0

j
)

=
500 · 0.04

360

(

150 + 30 · 9 · 10
2

)

= 83.33
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Man beachte, dass die Zinserträge der monatlichen Zahlungen eine arithmetische Folge bil-
den. (Welche?)

Beispiel 3.10(Zinseszins bei jährllicher Einzahlung). Sie zahlen 10 Jahre lang jährlich zum
Jahresanfang1000 e auf ein Konto mit Zinssatz von 4 % (also 10 Zahlungen). Über wieviel
Kapital können Sie am Ende des 10. Jahres verfügen?
Wir erhalten inklusive Zinseszins folgende Beträge:

aus Jahr 1: 10 Jahre Verzinsung a10 = 1000 · 1.0410
aus Jahr 2: 9 Jahre Verzinsung a9 = 1000 · 1.049
...

aus Jahr 10: 1 Jahr Verzinsung a1 = 1000 · 1.041(= 1040)

Ihr Gesamtkapital beträgt also

10∑

k=1

1000 · 1.04k = 1000 ·
10∑

k=1

1.04k = 1000 ·
( 10∑

k=0

1.04k − 1
)

= 1000 · 1.04
11 − 1

1.04− 1
− 1000

= 12486.35

3.3 Produkte

Analog wird für Produkte das “Produkt–Symbol” verwendet:

l∏

i=k

ai :=







ak · ak+1 · . . . · al, k < l
ak, k = l
1, k > l

.

3.4 Grenzwerte von Folgen

Die Folgengliederan = 2−n der Folge1, 1/2, 1/4, 1/8, . . . werden offenbar immer kleiner.
Mit wachsendem Indexn nähern sich die Folgenglieder immer mehr der Zahl0. Wir sagen,
die Folge konvergiert gegen den Grenzwert Null.
Um den Begriff des Grenzwertes einer Folge einzuführen benötigt man zunächst denBetrag
einer reellen Zahl.

|x| =
{

x, x ≥ 0
−x, x < 0

Eine Folge(an) konvergiert gegen eine reelle Zahla wenn|an − a| für große Indizesn unter
jede beliebige Schranke fällt. Formal kann dies wie folgt ausgedrückt werden:

Definition 3.11. Die Zahla ∈ R heißtGrenzwert der Folge(an), falls es für jede Zahlǫ > 0
eine natürliche ZahlNǫ gibt, so dass für allen ≥ Nǫ gilt |an − a| < ǫ.
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Wir schreiben dann

a = lim
n→∞

an

oder

an → a für n→∞.

Obige Definition kann auch wie folgt gelesen werden: Für jedeZahl ǫ > 0 gibt es nur endlich
vielen ∈ N mit |an − a| > ǫ.

Beispiel 3.12. (i) Die Folgean = 1
n

hat den Grenzwert0, da
∣
∣ 1
n
− 0
∣
∣ =

∣
∣ 1
n

∣
∣ für großen

schließlich unter jede Schranke fällt. Formal kann dies wiefolgt gezeigt werden: Sei
ǫ > 0, wähleNǫ als die kleinste natürliche Zahl, die größer als1

ǫ
ist. Dann gilt 1

Nǫ
< ǫ

und somit fürn ≥ Nǫ
1
n
≤ 1

Nǫ
< ǫ also|an − 0| < ǫ für allen ≥ Nǫ.

(ii) Die Folgean = 2n
n+1

hat den Grenzwert2. Es gilt

|an − 2| =
∣
∣
∣

2n

n+ 1
− 2
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

2n

n+ 1
− 2n+ 2

n + 1

∣
∣
∣ =

2

n + 1
≤ 2

n
< ε

für allen > 2
ε
.

(iii) Die Folge−1, 1,−1, 1,−1, ... hat keinen Grenzwert.

Eine Folge mit Grenzwert heißtkonvergent, eine Folge ohne Grenzwert heißtdivergent.

Definition 3.13. Eine Folge(an) heißtbestimmt divergent gegen∞, falls es für jede reelle
ZahlM einNM ∈ N gibt, so dass für allen ≥ NM gilt: an > M .
Man sagt auch, dass die Folge gegen unendlich geht und schreibt

lim
n→∞

an =∞ bzw. an →∞ für n→∞.

Analog heißt eine Folge(an) bestimmt divergent gegen−∞, falls es für jede reelle Zahlm
einNm ∈ N gibt, so dass für allen ≥ Nm gilt: an < m. In diesem Fall sagt man auch, dass
die Folge gegen minus unendlich geht und schreibt

lim
n→∞

an = −∞ bzw. an → −∞ für n→∞

Bestimmte Divergenz gegen∞ bedeutet, dass es für jede positive ZahlM nur endlich vielen
gibt, so dassan < M . Die Folgenglieder steigen über jede Schranke.

Beispiel 3.14. (i) Die Folgean =
√
n ist bestimmt divergent gegen∞, denn für jede Zahl

M ∈ R ist
√
n > M für allen > M2.

(ii) Die Folgean = 2n− n2 = n(2− n) ist bestimmt divergent gegen−∞.

(iii) Für die geometrische Folgean = qn sind folgende Fälle zu unterscheiden.

Falls|q| < 1, dannlimn→∞ qn = 0.

Fallsq = 1, dannlimn→∞ qn = 1.

Fallsq > 1, dannlimn→∞ qn =∞ (bestimmt divergent).

Fallsq ≤ −1, dann ist die Folge divergent.
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Rechenregeln für Grenzwerte

Es ist mühsam, komplizierte Folgen mittels der Definition auf Konvergenz zu überprüfen. Mit
den folgenden Rechenregeln vereinfacht sich der Nachweis häufig.

Satz 3.15.Seien(an) und (bn) konvergente Folgen mitlimn→∞ an = a und limn→∞ bn = b.
Dann gilt

(i)
lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = a + b

(ii)
lim
n→∞

c · an = c · lim
n→∞

an = c · a

(iii)
lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = a · b

(iv) Falls b 6= 0, dann

lim
n→∞

an
bn

=
limn→∞ an
limn→∞ bn

=
a

b
.

Beispiel 3.16. (i)

lim
n→∞

( 3

n2
− 4

2 + 1/n
+ 2 +

2√
n

)

= 0

(ii)

lim
n→∞

8n2 − 3− 4n

3n(n+ 1)
= lim

n→∞

8− 3/n2 − 4/n

3(1 + 1/n)
=

8

3

Achtung: Satz 3.15 gilt nicht für bestimmt divergente Folgen.

3.5 Reihen

Sei(an) eine Folge. Wie konstruieren eine neue Folge(sn) durch

sn := a1 + · · ·+ an =
n∑

i=1

ai.

Definition 3.17. sn heißtn-te Partialsummeder Folge(an)n∈N. Die Folge(sn) heißt(un-
endliche) Reiheund wird mit

∑∞
n=1 an bezeichnet.

Ist die Folge(sn) konvergent mitlimn→∞ sn = s, dann schreibt man für den Grenzwert auch

s = lim
n→∞

n∑

k=1

ak =

∞∑

k=1

ak.
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Bemerkung 3.18.Eine wichtige Reihe haben wir schon kennengelernt, nämlichdie geome-
trische Reihe, die aus der geometrischen Folge gebildet wird. Nach Satz 3.8 gilt für n ∈ N0

undq ∈ R, q 6= 1

n∑

i=0

qi =
qn+1 − 1

q − 1
.

Falls−1 < q < 1, dann konvergiert die geometrische Reihe. Aus den Rechenregeln für
Grenzwerte erhält man mitlimn→∞ qn = 0

∞∑

k=1

qk = lim
n→∞

n∑

k=1

qk = lim
n→∞

qn+1 − 1

q − 1
=

limn→∞ qn+1 − 1

q − 1
=
−1
q − 1

und damit
∞∑

k=1

qk =
1

1− q
.

Für |q| ≥ 1 divergiert die Reihe.

Beispiel 3.19.Sie gründen eine Stiftung, die ab sofort jährlich einen BetragB für wohltätige
Zwecke verwenden soll. Mit welchem Grundkapital muss die Stiftung bei einem Zinssatz von
i = 4% ausgestattet werden, damit der BetragB jährlich zur Verfügung steht?
Wir überlegen zunächst, welches Kapital für eine einzelne Zahlung zur Verfügung gestellt
werden muss.

- Für die sofortige Zahlunga0 = B.

- Für die 2. Zahlung muss geltena1 · 1.04 = B, alsoa1 = B · 1.04−1.

- Für die 3. Zahlung entsprechenda2 · 1.042 = B, alsoa2 = B · 1.04−2.

...

- Für die n+1. Zahlung entsprechendan · 1.04n = B, alsoan = B · 1.04−n.

Insgesamt ergibt dies

K =
∞∑

k=0

B · 1.04−k = lim
n→∞

n∑

k=0

B · 1.04−k = B · lim
n→∞

n∑

k=0

1.04−k

Mit q = 1.04−1 folgt aus Bemerkung 3.18

lim
n→∞

n∑

k=0

1.04−k = lim
n→∞

n∑

k=0

(1.04−1)k =
1

1− 1.04−1
= 26.

Das benötigte Gesamtkapital beträgt demnachK = 26 · B.
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4 Funktionen

4.1 Grundbegriffe

Definition 4.1. SeienA undB nichtleere Mengen. Eine Zuordnung, bei der jedem Element
x ∈ A genau ein Elementy ∈ B zugeordnet wird, heißtFunktion oderAbbildung . Bezeich-
net man die Abbildung mitf , so schreibt man

f : A→ B

x 7→ y = f(x)

A wird Definitionsbereich undB wird Zielmengegenannt.x bezeichnet dieVariable und
f(x) denFunktionswert. Der Wertebereich oder dasBild von A unter f (kurz: das Bild
vonf ) ist definiert als

f(A) := {f(x) | x ∈ A} ⊂ B.

Andere Schreibweisen:f : A→ B, f(x) = x2; f : A ∋ x 7→ f(x) ∈ B.

Bemerkung 4.2. Zwei Abbildungen sind genau dann gleich, wenn sie in Definitions- und
Zielmenge sowie der Zuordnungsvorschrift übereinstimmen.

Beispiel 4.3.

(i) f : R→ R, f(x) = x2. Für das Bild vonf gilt:

f(R) = {x2 | x ∈ R} = R+ := {x ∈ R | x ≥ 0}.

(ii) f : R→ R, f(x) = |x|.

(iii) h : {0, 1, 2, 3} → {0, 1} × {0, 1}
h(0) = (0, 0), h(1) = (0, 1), h(2) = (1, 0), h(3) = (1, 1).

(iv) Eine Folge(an) reeller Zahlen definiert eine Funktion

f : N→ R, n 7→ an,

alsof(n) = an.

Definition 4.4. Zu einer Funktionf : A→ B wird die Menge

Gf := {(x, f(x)) : x ∈ A}

Graph von f genannt.

Bemerkung 4.5.Für Funktionenf : A → B undg : A→ B schreiben wir kurzf, g : A →
B. Reellwertige Funktionenf, g : A → R kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren
und dividieren. Man erhält neue Funktionen

f ± g : A→ R, x 7→ f(x)± g(x),

f · g : A→ R, x 7→ f(x) · g(x),
f/g : A→ R, x 7→ f(x)/g(x),
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wobei f/g nur dann gebildet werden darf, wenng(x) 6= 0 für alle x ∈ A. Analog definiert
man

min{f, g} : A→ R, x 7→ min{f(x), g(x)},
max{f, g} : A→ R, x 7→ max{f(x), g(x)}.

Beispiel 4.6.Das Maximum der Funktionenf(x) = x undg(x) = −x ist die Betragsfunktion

x 7→ |x| = max{x,−x} =
{

x, x ≥ 0
−x, x < 0

.

Beispiel 4.7(Polynom n-ten Grades). Eine Funktion der Formpn : R→ R,

pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, x ∈ R,

mit Koeffizientena0, . . . an ∈ R, an 6= 0, n ∈ N, heißt Polynomn-ten Grades.

4.2 Eigenschaften von Funktionen

SeienA,B ⊂ R undf : A→ B eine Funktion.

Symmetrie

Definition 4.8.

• f heißtgerade odersymmetrisch, wenn für allex ∈ A mit −x ∈ A gilt: f(x) =
f(−x).

• f heißtungeradeoderantisymmetrisch, wenn für allex ∈ A mit−x ∈ A gilt: f(x) =
−f(−x).

Beispiel 4.9.f(x) = x2 ist eine gerade Funktion.f(x) = x3 ist eine ungerade Funktion.

Monotonie

Definition 4.10. f heißt

• monoton wachsend, wenn ausx1 < x2 immerf(x1) ≤ f(x2) folgt,

• streng monoton wachsend, wenn ausx1 < x2 immerf(x1) < f(x2) folgt,

• monoton fallend, wenn ausx1 < x2 immerf(x1) ≥ f(x2) folgt,

• streng monoton fallend, wenn ausx1 < x2 immerf(x1) > f(x2) folgt.

Beispiel 4.11.Eine lineare Funktionf(x) = ax+ b ist streng monoton steigend, fallsa > 0,
und streng monoton fallend, fallsa < 0. Die konstante Funktionf(x) = b ist sowohl monoton
steigend als auch monoton fallend.

Beispiel 4.12.f : R\{0} → R, f(x) = 1/x ist nicht monoton aufR\{0}. Erst die Einschrän-
kung des Definitionsbereichs auf(−∞, 0) oder(0,∞) liefert eine streng monoton fallende
Funktion.
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Injektivität, Surjektivität, Bijektivität

Definition 4.13. f : A→ B heißt

• surjektiv , wennf(A) = B gilt, d.h. für alley ∈ B existiert einx ∈ A mit f(x)0y

• injektiv , wenn für beliebigex1 6= x2, x1, x2 ∈M folgt f(x1) 6= f(x2).

• bijektiv , falls f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Bemerkung 4.14.f ist genau dann injektiv, wenn gilt

∀ x1, x2 ∈ M : f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

Beispiel 4.15.f : R → R, f(x) = x2 ist nicht injektiv, daf(−1) = 1 = f(1), und nicht
surjektiv, daf(R) = R+.

Beispiel 4.16.g : R→ R, g(x) = x3 + 1 ist injektiv, denn für allex1, x2 ∈ R gilt:

x1 6= x2 ⇒ x3
1 + 1 6= x3

2 + 1 ⇒ g(x1) 6= g(x2)

g ist auch surjektiv. Seiy ∈ R undx := (y − 1)1/3. Dann istx ∈ R und es gilt

g(x) = g((y − 1)1/3) = y.

Somit istg auch bijektiv.

Bemerkung 4.17.Ist f streng monoton (steigend oder fallend), so istf injektiv.
Denn ausx1 6= x2, also entwederx1 > x2 oderx1 < x2, folgt schonf(x1) > f(x2) oder
f(x1) < f(x2), alsof(x1) 6= f(x2).
Allerdings ist nicht jede injektive Funktion auch monoton.

Bemerkung 4.18.Eine injektive Abbildungf : A → B kann durch Einschränken der Ziel-
mengeA auf f(A) in eine bijektive Funktiong : A → f(A) mit g(x) := f(x) überführt
werden.

4.3 Verkettung von Funktionen, Umkehrfunktion

In Beispiel 4.16 haben wir für jedesy ∈ R ein geeignetesx ∈ R angegeben mitg(x) = y.
Dabei ist wesentlich, dassg : R→ R, g(x) = x3 + 1, eine bijektive Funktion ist.

Definition 4.19. Eine Funktionf : A→ B heißt umkehrbar, wenn es zu jedemy ∈ A genau
einx ∈ A gibt, für dasf(x) = y gilt. Zu einer umkehrbaren Funktionf heißtg : B → A die
Umkehrfunktion , falls gilt

g(y) = x ⇐⇒ y = f(x).

Wir schreiben:g = f−1.

Beachte:f−1(x) 6= 1/f(x).
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Beispiel 4.20(Berechnung einer Umkehrfunktion). Die Umkehrfunktion erhält man durch
Auflösen der Gleichungf(x) = y nachx. Sei f : R+ → (0, 1], f(x) = 1/(x2 + 1) und
y ∈ (0, 1]. Dann

y =
1

x2 + 1
⇔ x2 + 1 =

1

y
⇔ x =

(1

y
− 1
)1/2

.

Die Umkehrfunktion lautetf−1 : (0, 1]→ R+, f−1(x) =
√

1/x− 1.

Bemerkung 4.21.

(i) Eine Funktionf : A→ B ist genau dann umkehrbar, wenn sie bijektiv ist.

(ii) Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist der WertebereichB von f . Der Werte-
bereich vonf−1 ist der DefinitionsbereichA vonf .

(iii) Die Umkehrfunktionf−1 ist wieder umkehrbar mit(f−1)−1 = f .

(iv) Graphisch erhält man die Umkehrfunktion durch Spiegelung an der Winkelhalbieren-
den.

(v) Fürx ∈ A undy ∈ B mit f(x) = y gilt

f(f−1(y)) = f(x) = y bzw. f−1(f(x)) = f−1(y) = x.

Die Hintereinanderausführung vonf und der Umkehrfuntion liefert die Identität oder
identische Abbildung y 7→ y.

Allgemein definiert man die Verkettung von Funktionen, die bei der Differentiation und Inte-
gralrechnung eine wichtige Rolle spielt, wie folgt.

Definition 4.22. SeienA,B,C Mengen undf : A → B, g : B → C Abbildungen. Dann ist
dieVerkettung (Komposition, Hintereinanderausführung)g ◦ f : A→ C definiert durch

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈ A.

Beispiel 4.23.Sei f : R → R, f(x) = x2, und g : R+ → R+, g(x) =
√
x. Dann ist

f ◦ g : R+ → R gegeben durch

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(
√
x) = (

√
x)2 = x.

Da das Bildf(R) dem Definitionsbereich vong entspricht, können wir auchg ◦ f bilden. Es
gilt

g ◦ f(x) = g(x2) =
√
x2 = |x|.

Beachte:
√

(−3)2 =
√
9 = 3 = | − 3|.

Bemerkung 4.24.Die Komposition ist im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.f ◦ g 6= g ◦ f .
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4.4 Maximum und Minimum

Definition 4.25. Seif : A→ R eine Funktion.

(i) x0 ∈ A heißt Minimumstelle vonf , falls

f(x0) ≤ f(x) für allex ∈ A.

(ii) x0 ∈ A heißt Maximumstelle vonf , falls

f(x0) ≥ f(x) für allex ∈ A.

Für quadratische Funktionen kann eine Maximum- bzw. Minimumstelle leicht berechnet wer-
den.

Satz 4.26.Gegeben sei die quadratische Funktionf : R → R mit f(x) = ax2 + bx + c und
a 6= 0. Dann gilt

f(x) = a
(

x+
b

2a

)2

− b2

4a
+ c

undx0 := − b
2a

ist Minimumstelle, fallsa > 0, und Minimumstelle, fallsa < 0.

BEWEIS. Mittels quadratischer Ergänzung erhalten wir

f(x) = a
(

x2 +
b

a
x
)

+ c = a
(

x2 + 2
b

2a
x+

b2

4a2

)

− b2

4a
+ c

= a
(

x+
b

2a

)2

− b2

4a
+ c

Da (x + b/(2a))2 ≥ 0 für allex und inx0 den Wert0 annimmt, hatf eine Minimumstelle in
x0, wenna > 0 ist bzw. eine Maximumstelle, fallsa < 0. �

Bemerkung 4.27.Satz 4.26 liefert unmittelbar die bekanntepq-Formel zur Bestimmung der
Nullstellen einer quadratischen Funktion.

x2 + px+ q =
(

x+
p

2

)2

−
(p

2

)2

+ q = 0

⇐⇒

x = −p
2
+

√

p2

4
− q oder x = −p

2
−
√

p2

4
− q,

wobei die Lösungen nur existieren, fallsp2/4 ≥ q. Gilt p2/4 = q, so existiert nur eine Null-
stelle.

Eine Maximum- oder Minimumstelle existiert nicht für jede Funktion, man betrachte z.B.
f(x) = x3 oderf(x) = 1/x mit jeweils maximalem Definitionsbereich.
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4.5 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir haben in Definition 3.11 den Grenzwert einer Folgea1, a2, a3, . . . definiert. Nun soll für
eine Funktionf der Grenzwert vonf(x) für x gegena,∞ oder−∞ definiert werden.

Definition 4.28. Fürf : A→ R, A ⊂ R sowiea, c ∈ R sagt man

lim
x→a

f(x) = c,

falls für jede Folge(xn) mit xn ∈ A undlimn→∞ xn = a gilt

lim
n→∞

f(xn) = c.

Analog definiert man
lim
x→∞

f(x) bzw. lim
x→−∞

f(x)

sowie
lim
x→a

f(x) =∞ bzw. lim
x→a

f(x) = −∞

für a ∈ R odera ∈ {∞,−∞}.
Bemerkung 4.29.Entsprechend wirrd der einseitige Grenzwerte einer Funktion definiert.
Wir schreiben für denlinksseitigen Grenzwertvonf an der Stellea

lim
xրa

f(x) = c oder f(x−) = c, ,

falls für jede Folge(xn) mit xn ∈ A, xn < a undlimn→∞ xn = a gilt

lim
n→∞

f(xn) = c.

Für denrechtsseitigen Grenzwertvonf an der Stellea schreiben wir entsprechendf(x+) =
limxցa f(x) = c. Dabei werden nur Folgen mitxn > a betrachtet.

Beispiel 4.30.

1. f(x) = xn, n ∈ N, n gerade, dannlimx→∞ xn = limx→−∞ xn =∞.

2. f(x) = xn, n ∈ N, n ungerade:limx→∞ xn =∞, limx→−∞ xn = −∞.

3. f(x) = 1/x, x 6= 0. Dann

lim
xր0

1

x
= −∞, lim

xց0

1

x
=∞.

Bemerkung 4.31(Rechenregeln für Grenzwerte). Da Grenzwerte von Funktionswerten als
Grenzwerte von Folgen definiert sind, gelten vergleichbareRechenregeln wie für Folgen.
Seieng, f Funktionen mit

lim
x→a

g(x) = y ∈ R

und
lim
x→a

f(x) = z ∈ R,

sowie∈ R. Dann gilt
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1.
lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x) = y + z

2.
lim
x→a

(c · f(x)) = c · lim
x→a

f(x) = c · y

3.
lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = y · z.

4. Fallsz 6= 0, dann

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

limx→a f(x)

limx→a g(x)
=

y

z
.

Beispiel 4.32.Fürf(x) = (x2 + 2)/(3− x)2 gilt

lim
x→−1

f(x) = lim
x→−1

(−1)2 + 2

(3− (−1))2 =
3

16

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

1 + 2/x2

9/x2 − 6/x+ 1
=

1

1
= 1

Stetigkeit

Definition 4.33 (Stetigkeit). SeiA ⊂ R. Eine Funktionf : A → R heißt stetig ina ∈ A,
wenn gilt:

lim
x→a

f(x) = f(a).

f heißt stetig, wennf in jedem Punkta ∈ A stetig ist.

Der Graph einer stetigen Funktionf , die auf einem Definitionsbereich ohne Lücken definiert
ist, hat keine Srünge oder Pole.

Beispiel 4.34. 1. Jedes Polynomp(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ist stetig.

2. f : R\{0} → R, f(x) = 1/x, ist stetig.

3. f : R→ R, f(0) = 0 undf(x) = x/|x| sonst, ist nicht stetig.

Bemerkung 4.35.Sindf undg stetige Funktionen,c ∈ R, dann sind die Funktionen

f + g, f − g, c · f, f/g, falls g 6= 0, f ◦ g
stetig.

Für stetige Funktionen, die auf einemIntervall definiert sind, gelten zwei wichtige Sätze.

Satz 4.36(Zwischenwertsatz). Seif : [a, b] → R stetig undy ein Wert zwischenf(a) und
f(b). Dann gibt es einx ∈ [a, b] mit f(x) = y.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, das jede stetige Funktionf : [a, b] → R mit f(a) < 0 und
f(b) > 0 oder umgekehrt mindestens eine Nullstelle in(a, b) besitzt.

Satz 4.37(Satz vom Minimum und Maximum). Seif : [a, b] → R stetig. Dann istf be-
schränkt und hat auf[a.b] ein Minimum und ein Maximum.
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5 Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel sollen einige spezielle Funktionen vorgestellt werden.

5.1 Polynome

Definition 5.1 (Polynom n-ten Grades). Eine Funktion der Formpn : R→ R,

pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, x ∈ R,

mit Koeffizientena0, . . . an ∈ R, an 6= 0, n ∈ N, heißtPolynomn-ten Grades.

Polynome sind stetige Funktionen und haben nach Satz 4.37 auf jedem Intervall[a, b] ein
Minimum und ein Maximum. Istpn(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ein Polynom

vom Gradn, dann folgt aus der Darstellung

pn(x) = anx
n
(

1 +
an−1

an

1

x
+ · · ·+ a1

an

1

xn−1
+

a0
an

1

xn

)

sofort:
lim
x→∞

pn(x) =∞,

falls an > 0,
lim

x→−∞
pn(x) =∞,

falls (an > 0 undn gerade) oder (an < 0 undn ungerade),

lim
x→−∞

pn(x) = −∞,

falls an > 0 undn ungerade) oder (an < 0 und gerade).

Satz 5.2.Ein Polynompn vom Gradn > 0 hat höchstensn Nullstellen. Istx0 eine Nullstelle
vonpn, d.h.pn(x0) = 0, dann existiert ein Polynompn−1 vom Gradn− 1, so dass gilt

pn(x) = (x− x0) · pn−1(x), x ∈ R.

Die Abspaltung des Faktors(x − x0) gelingt mit Polynomdivision. Die wiederholte Anwen-
dung von Satz 5.2 liefert

Satz 5.3.Ist pn(x0) = 0, dann existiert einm ∈ N, m ≤ n, und ein Polynompn−m vom Grad
n−m mit pn−m(x0) 6= 0, so dass gilt

pn(x) = (x− x0)
m · pn−m(x), x ∈ R.
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5.2 Rationale Funktionen

Definition 5.4. Seienpn undqn Polynome vom Gradn bzw.m undD = {x ∈ R : qn(x) 6=
0}. Die Funktion

f : D → R, f(x) =
pn(x)

qm(x)
,

heißtrationale Funktion .

Die Nullstellen vonqm sind die Definitionslücken. Istx0 Nullstelle vonqm, dann gibt es
Zahlens ∈ {0, . . . , n}, r ∈ {1, . . . , m} und Polynomepn−s undqn−r mit pn−s(x0) 6= 0 und
qm−r(x0) 6= 0, so dass

f(x) =
pn(x)

qm(x)
=

(x− x0)
spn−s(x)

(x− x0)rqm−r(x)
= (x− x0)

s−r pn−s(x)

qm−r(x)
.

Daraus folgt:

• Fallss < r, dann hatf in x0 eine Polstelle, d.h.

lim
xրx0

f(x) ∈ {−∞,∞} und lim
xցx0

f(x) ∈ {−∞,∞}.

• Fallss ≥ r, dann istf in x0 stetig ergänzbar, d.h. es gibtc ∈ R mit

c = lim
x→x0

f(x) =

{
0, s > r
pn−s(x0)/qm−r(x0), s = r

.

Beispiel 5.5.Seinp3(x) = x3 + x2 = (x− 0)2(x+ 1) undq2(x) = x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1).
Dann ist{x ∈ R : q2(x) = 0} = R\{−1, 1}. Es gilt

p3(x)

q2(x)
= (x+ 1)0

x2

x− 1
.

Also ist die Funktionf(x) = p3(x)/q2(x) in x0 = −1 stetig ergänzbar. Dagegen hat sie in
x1 = 1 eine Polstelle, da

p3(x)

q2(x)
= (x− 1)−1x

2(x+ 1)

x+ 1
.

5.3 Die Exponentialfunktion und der natürliche Logarithmus

Wir betrachten zunächst ein Beispiel. Auf einem Konto wird ein Euro zu einem Zinssatz von
100% angelegt. Bei jährlicher, monatlicher bzw. täglicher Zinszahlung beträgt das Kapital
nach einem Jahr:

• Bei jährlicher Zinszahlung:
(1 + 1) = 2.
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• Bei monatlicher Zinszahlung:

(

1 +
1

12

)12

= 2.613.

• Bei täglicher Zinszahlung:

(

1 +
1

360

)360

= 2.7145.

Bei n Zinszahlungen gilt entsprechend(1 + 1/n)n. Je größern wird, umso mehr nähert sich
der Betrag am Ende des Jahres der (irrationalen) Zahle = 2.718281828... an. Allgemein gilt
folgendes Resultat.

Satz 5.6.Seix ∈ R. Dann ist die Folgean := (1 + x/n)n, n ∈ N, konvergent.

Dies gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 5.7. Die Funktionexp : R→ R definiert durch

exp(x) := lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

, x ∈ R,

heißtExponentialfunktion . Man schreibt auchex für exp(x).

Fürx = k/m mit k,m ∈ N gilt nach den Regeln der Potenzrechnung und Satz 5.6

(

1 +
k/m

n

)n

=
((

1 +
1

nm/k

)nm/k)k/m

−→
n→∞,n/k∈N

ek/m

Dies rechtfertigt die Schreibweiseex = exp(x) für positive rationale Zahlenx. Allgemein
gelten für die Exponentialfunktion Rechenregeln wie für Potenzen:

exp(x+ y) = exp(x) · exp(y)

und
exp(c · x) = (exp(x))c.

Durchex = exp(x) kann die Potenz vone mit einem beliebigen Exponentenx ∈ R definiert
werden. Diese Definition ist konsistent zur schon bekanntenDefinition für rationale Exponen-
ten.

Bemerkung 5.8(Eigenschaften der Exponentialfunktion).

1. e0 = 1.

2. Es giltex > 0 für allex ∈ R.

3. e−x = 1
ex

.

4. Die Exponentialfunktion ist stetig, streng monoton steigend und injektiv. Weiterhin ist
exp : R→ R+ auch surjektiv und somit bijektiv.
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Da die Exponentialfunktionexp : R→ R+ bijektiv ist, existiert auch die Umkehrfunktion.

Definition 5.9. Der Umkehrfunktionln : R+ → R von der Exponentialfunktion wird als
natürlicher Logarithmus bezeichnet.

Fürx ∈ R unda > 0 gilt also

x = ln(a) ⇐⇒ a = ex

sowie
ln (ex) = x und eln(a) = a.

Bemerkung 5.10.Fürx, y > 0, c ∈ Q gelten die folgende Rechenregeln:

1. ln(x · y) = ln(x) + ln(y),

2. ln(xc) = c · ln(x).

5.4 Allgemeine Potenzen und Logarithmen

Nun sollen allgemeine Potenzen der Formax für a > 0 definiert werden. Mit den Rechenre-
geln für die Exponentialfunktion erhält man für natürlicheZahlenk,m ∈ N

a · ... · a
︸ ︷︷ ︸

m–mal

= am =
(

eln(a)
)m

= em·ln(a)

und
k
√
am = am/k =

(

eln(a)
)m/k

= em/k·ln(a).

Allgemein definiert manax wie folgt.

Definition 5.11. Seia > 0. Die Funktionf : R→ R+ mit

f(x) = ax := exp (x · ln(a)) = ex·ln(a), x ∈ R,

heißtallgemeine Exponentialfunktionzur Basisa.

Bemerkung 5.12.Es gelten die bekannten Rechenregeln für Potenzen. Seiena, b > 0, x, y ∈
R. Dann

1. ax+y = ax · ay,

2. ac·x = (ax)c = (ac)x,

3. (a · b)x = ax · bx.

Die allgemeine Exponentialfunktion zur Basisa 6= 1 ist bijektiv und damit umkehrbar.

Definition 5.13. Seia > 0, a 6= 1. Die Umkehrfunktionloga : R+ → R von der Funktion
x 7→ ax heißtLogarithmusfunktion zur Basis a. Der Wertloga(x) heißt Logarithmus vonx
zur Basisa.
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Füra, b > 0, a 6= 1 undc ∈ R gilt:

c = loga b ⇐⇒ ac = b.

Bemerkung 5.14.DerLogarithmus von b zur Basis a(auch: a-Logarithmus von b) ist also
diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um b zu erhalten. Es gilt also per Definition:

aloga b = b

und
loga a

c = c

Aus der zweiten Beziehung folgt unmittelbar fürc = 0 bzw.c = 1:

loga 1 = 0, loga a = 1.

Der Logarithmus zur Basis 10 heißtdekadischer Logarithmus(i.Z. lg), der Logarithmus zur
Basise ist der schon bekannte natürliche Logarithmus, alsoln = loge.
Merke: Basis und Argument des Logarithmus sind immer positiv.

Satz 5.15.Es gilt füra, b > 0, a 6= 1:

loga(b) =
ln(b)

ln(a)

Beispiel 5.16.

• 2x = 16 ⇔ x = log2 16 ⇔ x = 4

• 2 = logx 36 ⇔ x2 = 36 ⇔ x = 6

• x = log5 125 ⇔ 5x = 125 ⇔ x = 3

• 5 = log3 x ⇔ 35 = x ⇔ x = 243

Satz 5.17.Für den Logarithmus zur Basisa gelten folgende Rechenregeln (c, d, x > 0):

(i) loga(c · d) = loga c+ loga d,

(ii) loga

( c

d

)

= loga c− loga d,

(iii) loga x
b = b · loga x, b ∈ R.
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6 Differentiation

Seienf : R → R eine Funktion undx, xh = x + h zwei verschiedene Punkte auf derx-
Achse. Eine Gerade durch die Punkte(x, f(x)) und (xh, f(xh)) nennen wir eineSekante.
Die Steigung der Sekante ist gegeben durch denDifferenzenquotienten

∆x(h) =
f(xh)− f(x)

xh − x
=

f(x+ h)− f(x)

h
.

Für h → 0 geht die Sekante über in die Tangente im Punktx. Die Steigung der Tangente
ergibt sich als Grenzwert des Differenzenquotienten∆x(h) für h→ 0, falls dieser Grenzwert
existiert.

Definition 6.1. Seif : R→ R eine Funktion undx ∈ R. Falls der Grenzwert von∆x(h) für
h→ 0 existiert, dann heißtf in x differenzierbar mit derAbleitung

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Man schreibt auch
dy

dx
=

df(x)

dx
=

d

dx
f(x) = f ′(x).

f ′(x) heißt auchDifferentialquotient .

Ist f in x differenzierbar, dann istf auch stetig inx, daf(x+ h)− f(x)→ 0 gilt für h→ 0.
Die Umkehrung gilt aber nicht.
Die Funktionf(x) = |x| ist stetig aber nicht differenzierbar in0, da

∆0(h) =
|0 + h| − |0|

h
=

{
1, h > 0
−1, h < 0

in 0 nicht konvergent ist.
Die Tangente an den Graphen vonf in a ist eine lineare Funktion, die Tangentenfunktion. Die
Formel lautet

tf,a(x) = f ′(a)(x− a) + f(a), x ∈ R.

6.1 Rechenregeln

Folgende Verknüpfungen von Funktionen führen wieder zu differenzierbaren Funktionen.

Satz 6.2.Sindf, g in x differenzierbar, dann gelten die folgenden Rechenregeln.

(i)
(c · f)′(x) = c · f ′(x), (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x),

wobeic ∈ R.

(ii) Produktregel:
(f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).
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(iii) Quotientenregel:
(
f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2
,

falls g(x) 6= 0.

Satz 6.3(Kettenregel). Ist die Funktiong in x und die Funktionf in z = g(x) differenzierbar,
dann ist auchf ◦ g(x) = f(g(x)) in x differenzierbar und es gilt:

(f ◦ g)′(x) = (f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x).

Satz 6.4(Ableitung der Umkehrfunktion). Ist f umkehrbar und differenzierbar inx mit der
Ableitungz = f ′(x), dann ist die Umkehrfunktion inz differenzierbar mit der Ableitung

d

dz
f−1(z) =

1

f ′(f−1(z))
.

Ableitungen einiger wichtiger Funktionen:

f(x) f ′(x) Voraussetzungen
c = konst 0

xn nxn−1 n ∈ N oder

n ∈ Z, x 6= 0 oder

n ∈ R, x > 0

n
√
x = x

1

n
1
n
x

1

n
−1 = 1

nx
n
√
x n ∈ N, x > 0

ex ex

ax ax ln a = ax

loga e
a > 0, a 6= 1

ln x 1
x

x > 0

loga x
1
x
loga e =

1
x lna

a > 0, a 6= 1, x > 0

6.2 Höhere Ableitungen

Da die Ableitung einer Funktion wieder eine Funktion ist, kann sie gegebenenfalls wieder
differenziert werden. Man schreibt dann

f ′′(x) = (f ′)′(x) =
d

dx
f ′(x)

und entsprechendf ′′′ und allgemeiner

f (n+1)(x) = (f (n))′(x) =
d

dx
f (n)(x).

In diesem Fall nennen wirf in x auch(n + 1)-fach differenzierbar.
Das Vorzeichen der ersten Ableitung beschreibt das Monotonieverhalten.

Bemerkung 6.5.Seif : (a, b)→ R differenzierbar. Es gilt
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f ′(x) ≥ 0 für allex ⇐⇒ f monoton wachsend,

f ′(x) > 0 für allex ⇐⇒ f streng monoton wachsend,

f ′(x) ≤ 0 für allex ⇐⇒ f monoton fallend,

f ′(x) < 0 für allex ⇐⇒ f streng monoton fallend.

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung beschreibt das Krümmungsverhalten.

Bemerkung 6.6.Es gilt

f ′′(x) ≥ 0 für allex =⇒ f ist konvex (Linkskrümmung),

f ′′(x) ≤ 0 für allex =⇒ f ist konkav (Rechtskrümmung).

Satz 6.7(Regel von L’Hôspital).
Sindf, g differenzierbar und gilt entweder

lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x)

oder
lim
x→a

f(x) =∞ = lim
x→a

g(x)

für a ∈ R odera ∈ {−∞,∞}, dann gilt

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Die Regel darf auch mehrfach angewendet werden.

6.3 Nullstellenberechnung

Wir betrachten zwei Verfahren zur numerischen Bestimmung einer Nullstelle.

Regula Falsi: Sei f [a, b] → R eine stetige Funktion, die in den Punktena und b unter-
schiedliches Vorzeichen hat. Dann wissen wir nach dem Zwischenwertsatz 4.36, dassf auf
dem Intervall[a, b] mindestens eine Nullstelle besitzt.
Als erste Näherung wählt man die Nullstelle der Sekante durch die Punkte(a, f(a)) und
(b, f(b)). Die Formel für die Sekante lautet

sa,b(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a)

Die erste Näherungx1 erhält man als Nullstelle vonsa,b, alsosa,b(x1) = 0. Nach Umformung
erhält man

x1 = a− f(a)
b− a

f(b)− f(a)
=

af(b)− bf(a)

f(b)− f(a)

Ist f(x1) = 0, dann hat man eine Nullstelle gefunden. Andernfalls wird dieses Verfahren über
dem kleineren Intervall[a1, b1] = [a, x1] oder [a1, b1] = [x1, b] wiederholt, je nachdem, ob
f(a) undf(x1) unterschiedliches Vorzeichen haben oder obf(x1) undf(b) unterschiedliches
Vorzeichen besitzen. Mit den Startwertena0 = a undb0 = b erhält man folgende Iteration:
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1. Schritt: Berechne

xn =
an−1f(bn−1)− bn−1f(an−1)

f(bn−1)− f(an−1)

2. Schritt: Falls|xn − xn−1| < geforderte Genauigkeit, breche die Iteration ab und wähle
x∗ = xn als hinreichend gute Näherung.

Ist das Abbruchkriterium nicht erfüllt, dann setzte[an, bn] = [an−1, xn], falls die Vor-
zeichen vonf(a) undf(x1) unterschiedlich sind, und ansonsten[an, bn] = [xn, bn−1].

Erhöhen um 1 und führe Schritt 1 erneut durch.

Wenn man nicht abbricht, dann konvergiert die Folgex1, x2, x3, . . . immer gegen eine Null-
stelle der Funktionf im Intervall [a, b].

Newton-Verfahren: Hier wird eine differenzierbare Funktionf [a, b] → R vorausgesetzt.
Es wird wieder eine Iteration durchgeführt, wobei man als Näherungxn+1 im (n + 1)-ten
Schritt die Nullstelle der Tangente

txn
(x) = f ′(xn)(x− xn) + f(xn)

anf im Punktxn wählt. Man erhält die Iteration

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n ∈ N.

Das Newton-Verfahren konvergiert in der Regel schneller, allerdings ist die Konvergenz nicht
garantiert. (Bsp.:f(x) = x3 − 2x + 2 mit Startwert0 oder1.) Unter Umständen liefert das
Verfahren einen Wertxn, der nicht mehr im Definitionsbereich der Funktion liegt.

6.4 Lokale Maxima und Minima

Mit Hilfe der Differentialrechnung können lokale Maxima und Minima von Funktionen be-
stimmt werden.

Definition 6.8. (Vgl. auch Definition 4.25)
Seif : A→ R eine Funktion. Dann heißt ein Punktx0 ∈ A

(i) lokale Minimumstelle vonf , falls einε > 0 existiert, so dass

f(x0) ≤ f(x) für allex ∈ A ∩ (x0 − ε, x0 + ε),

(ii) lokale Maximumstellevonf , falls einε > 0 existiert, so dass

f(x0) ≥ f(x) für allex ∈ A ∩ (x0 − ε, x0 + ε).

Satz 6.9(Notwendige Bedingung für ein lokales Extremum).
Seif in x0 differenzierbar undx0 sei kein Randpunkt des Definitionsbereiches. Istx0 eine
lokale Minimum- oder Maximumstelle vonf , dann gilt

f ′(x0) = 0.

Man nennt Punkte mitf ′(x) = 0 auch stationäre Punkte.
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Ist f : [a, b] → R eine differenzierbare Funktion, dann können also höchstens die Nullstellen
der Ableitung oder die Randpunkte lokale Minimum- oder Maximumstellen sein (notwendi-
ges Kriterium).
Um zu überprüfen, ob eine Nullstellex0 der Ableitung auch tatsächlich ein lokale Extremstelle
ist, muss man das Wachstumsverhalten in einer Umgebung von dieser Nullstelle untersuchen.

• Ist die Funktion links vonx0 monoton wachsend und rechts davon monoton fallend, so
ist x0 eine lokale Maximumstelle.

• Ist die Funktion links vonx0 monoton fallend und rechts davon monoton wachsend, so
ist x0 eine lokale Minimumstelle.

• x0 ist dagegen keine Extremstelle, wenn in einer Umgebung vonx0 die Funktion ent-
weder streng monoton steigend oder fallend ist.

Ist die Funktionf in einer Umgebung vonx0 differenzierbar, dann kann das Wachstumsver-
halten auch mit Hilfe der ersten Ableitung untersucht werden. Dabei wird überprüft, ob diese
in x0 einen Vorzeichenwechsel hat.

Satz 6.10.f sei auf der Menge(x0 − ε, x0 + ε) differenzierbar für einε > 0 mit f ′(x0) = 0.

(i) Falls f ′(x) ≥ 0 für alle x ∈ (x0 − ε, x0) undf ′(x) ≤ 0 für alle x ∈ (x0, x0 + ε), dann
ist x0 ein lokaler Maximumpunkt.

(ii) Falls f ′(x) ≤ 0 für alle x ∈ (x0 − ε, x0) undf ′(x) ≥ 0 für alle x ∈ (x0, x0 + ε), dann
ist x0 ein lokaler Minimumpunkt.

(iii) Falls f ′(x) < 0 für alle x ∈ (x0 − ε, x0) und für allex ∈ (x0, x0 + ε), dann istx0 kein
lokaler Extrempunkt.

(iv) Falls f ′(x) > 0 für alle x ∈ (x0 − ε, x0) und für allex ∈ (x0, x0 + ε), dann istx0 kein
lokaler Extrempunkt.

Schließlich kann auch mit Hilfe der zweiten Ableitung untersucht werden, ob die Bedingun-
gen von Satz 6.10 (i) oder (ii) erfüllt sind.

Satz 6.11(Hinreichende Bedingung für ein lokales Extremum).
Seif zweimal differenzierbar,x0 kein Randpunkt undf ′(x0) = 0.

(i) Ist f ′′(x0) < 0, dann istx0 ein lokaler Maximumpunkt.

(ii) Ist f ′′(x0) > 0, dann istx0 ein lokaler Minimumpunkt.

6.5 Wendepunkte

Sei f zweimal differenzierbar undf ′′(xw) = 0. Falls f ′′ in xw sein Vorzeichen wechselt,
dann heißtxw Wendepunkt. Gilt zusätzlichf ′(xw) = 0, so nennt manxw einen Sattelpunkt.
Wendepunkte sind lokale Extrempunkte der Ableitung. In diesen Punkten wechselt das Krüm-
mungsverhalten der Funktionf von konkav (rechtsgekrümmt) nach konvex (linksgekrümmt)
oder umgekehrt.
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7 Integralrechnung

Eine wesentliche Aufgabe der Integralrechnung besteht darin, den Zusammenhang zwischen
der Umkehrung der Differentiation und der Berechnung von Flächeninhalten zu beschreiben.

7.1 Das bestimmte Integral und Flächeninhalte

Sei f : [a, b] → R eine nicht negative stetige Funktion. Gesucht ist die Fläche A, die vom
Graphen der Funktion, derx-Achse sowie den Senkrechtenx = a undx = b begrenzt wird.
Formal wird der Begriff des Flächeninhalts im allgemeinen Fall mit Hilfe des Grenzwertbe-
griffes definiert, indem die Fläche von unten und oben durch stückweise konstante Funktionen
angenähert wird, für deren Flächenberechnung man nur wissen muss, dass der Inhalt eines
Rechtecks mit Kantenlängena undb gleich dem Produkta · b ist.
Wir zerlegen das Intervall[a, b] in Teilintervalle[xi, xi+1] mit

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Auf jedem Intervall[xi, xi+1] werden der kleinste bzw. größte Funktionswert vonf bestimmt

ui := min{f(x) : xi ≤ x ≤ xi+1} undoi := max{f(x) : xi ≤ x ≤ xi+1},

so dass ein Rechteck mit Höheui unter den Funktionsgraphen passt, und ein Rechteck der
Höheoi den Funktionsgraphen einschließt. Für eine solche Zerlegung Z definieren wir die
zugehörigeUntersummeundObersummedurch

U(Z, f) =

n−1∑

i=0

ui · (xi+1 − xi) undO(Z, f) =

n−1∑

i=0

oi · (xi+1 − xi).

Offensichtlich istU(Z, f) ≤ O(Z, f) und bei einer vernünftigen Definition sollte der Flä-
cheninhaltA zwischen diesen beiden Werten liegen. Je feiner die ZerlegungZ, desto näher
sollten die oberen und unteren Schranken am gesuchten Flächeninhalt liegen.
Formal wird deshalb das Feinheitsmaß

|Z| = max
i=0,...,n−1

|xi+1 − xi|

definiert als die Breite des längsten Intervalls der Zerlegung, und die FlächeA wird definiert
durch Grenzübergang|Z| → 0, d.h.

A := lim
|Z|→0

U(Z, f) = lim
|Z|→0

O(Z, f),

falls diese beiden Grenzwerte übereinstimmen. Man kann zeigen, dass diese beiden Grenz-
werte immer existieren und übereinstimmen, fallsf stetig ist. Man nennt diesen Grenzwert
dasbestimmte Integral. Für eine beliebige (evtl. nicht stetige) Funktionf ist das bestimmte
Integral nur dann definiert, wenn beide Grenzwerte übereinstimmen.
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Definition 7.1 (Riemann-Integral).
Eine Funktionf : [a, b] → R heißt (Riemann-)integrierbar , falls die beiden Grenz-
werte limn→∞U(Zn, f) und limn→∞O(Zn, f) für jede Folge von ZerlegungenZn mit
limn→∞ |Zn| = 0 existieren und übereinstimmen.
Dann nennt man den Grenzwertbestimmtes Integralvonf über[a, b] und schreibt:

∫ b

a

f(x)dx = lim
|Z|→0

U(Z, f) = lim
|Z|→0

O(Z, f).

Dabei heißta untere Integrationsgrenzeundb obere Integrationsgrenze. Die Funktionf
heißtIntegrand undx heißtIntegrationsvariable.

Die Integrationsvariable kann beliebig umbenannt werden.Es gilt

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(z)dz =

∫ b

a

f(t)dt.

Stetige und stückweise stetige Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen sind immer
integrierbar. Es gibt aber auch Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar sind, wie z.B.

f(x) =

{

1, falls x ∈ Q,

0, sonst.

Beispiel 7.2.Wir wollen mit der Definition des Integrals die Trapezfläche
∫ b

a
xdx berechnen.

Aus der Elementargeometrie sollte bekannt sein, dass für die zugehörige Fläche gilt

∫ b

a

xdx =
a + b

2
(b− a) =

1

2
(b2 − a2).

Für den formalen Nachweis dieser Formel mit obiger Definition zerlegen wir das Intervall
[a, b] in n äquidistante Teilintervalle der Länge(b−a)/n. Also istxi = a+ i(b−a)/n. Wegen
der Monotonie der Funktionf(x) = x ist deshalb

ui = a+ i
b− a

n
undoi = a+ (i+ 1)

b− a

n
.

Daraus ergibt sich

U(Z, f) =

n−1∑

i=0

ui · (xi+1 − xi)

=

n−1∑

i=0

(

a + i
b− a

n

)

· b− a

n

=
b− a

n
·
(

an+
b− a

n

n−1∑

i=0

i

)

.
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Wegen
n−1∑

i=0

i =
(n− 1)n

2

ergibt sich damit

U(Z, f) =
b− a

n
·
(

an +
b− a

n
· (n− 1)n

2

)

= (b− a)
(

a+
b− a

2
· n− 1

n

)

.

Durch Grenzübergang|Z| → 0 bzw.n→∞ erhält man

lim
|Z|→0

U(Z, f) = (b− a)
(

a +
b− a

2

)

=
b2 − a2

2
.

Analog erhält man für die ObersummeO(Z, f) wegenoi = ui + (b− a)/n

O(Z, f) = U(Z, f) +
b− a

n
· b− a

n
· n = U(Z, f) +

(b− a)2

n

den gleichen Grenzwert und somit

∫ b

a

xdx = lim
|Z|→0

U(Z, f) = lim
|Z|→0

O(Z, f) =
b2 − a2

2
.

Folgende elementaren Eigenschaften des bestimmten Integrals lassen sich einfach aus der
Definition herleiten und sind anschaulich klar.

Satz 7.3.Für integrierbare Funktionenf, g undc ∈ R gilt

(i) c · f ist integrierbar und

∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx,

(ii) f + g ist integrierbar und

∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx.

Außerdem gilt offensichtlich folgendeIntervalladditivität .

Satz 7.4.Es seif in [a, b] und in[b, c] integrierbar. Dann gilt:

∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.
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Aus Satz 7.4 lässt sich sofort folgern, dass eine stückweisestetige Funktion mit endlich vielen
Unstetigkeitsstellen

a = a0 < a1 < a2 < . . . < an < an = b

integrierbar ist mit
∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=1

∫ ai

ai−1

f(x)dx.

Wir definieren bestimmte Integrale auch für die Fällea = b unda > b so, dass weiterhin Satz
7.4 gilt, auch wenn diese keine Bedeutung als Flächeninhalte haben.

Definition 7.5. Seif : [a, b]→ R integrierbar. Dann setzt man

a)

∫ a

a

f(x)dx = 0, b)

∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Damit gilt die Beziehung

∫ b

a

f(x)dx+

∫ a

b

f(x)dx =

∫ a

a

f(x)dx = 0.

7.2 Integration und Stammfunktion

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen dem bestimmtem Integral und der Diffe-
rentiation. Dazu definieren wir dieIntegralfunktion (Flächeninhaltsfunktion)

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, a ≤ x ≤ b.

Es gilt der folgende1. Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Satz 7.6.Seif : [a, b] → R stetig. Dann ist die IntegralfunktionF (x) vonf auf [a, b] diffe-
renzierbar und es gilt

F ′(x) = f(x).

BEWEIS. Aus Satz 7.4 folgt sofort für ein beliebigesh > 0 undx ∈ [a, b]

F (x+ h)− F (x) =

∫ x+h

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt

=

∫ x+h

x

f(t)dt.

Sei

mh := min{f(t) : x ≤ t ≤ x+ h} undMh := max{f(t) : x ≤ t ≤ x+ h}.

Dann gilt
hmh ≤ F (x+ h)− F (x) ≤ hMh,
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also

mh ≤
F (x+ h)− F (x)

h
≤Mh.

Aus der Stetigkeit vonf folgt limh→0mh = limh→0Mh = f(x) und somit

f(x) ≤ lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
≤ f(x),

folglich F ′(x) = f(x). �

Der Satz 7.6 besagt gerade, dassf(x) die Ableitung der IntegralfunktionF (x) ist. Die Inte-
gration kann also als Umkehrung der Differentiation betrachtet werden.

Definition 7.7. Seif eine gegebene stetige Funktion im Intervall[a, b]. Eine differenzierbare
FunktionF : [a, b]→ R heißtStammfunktion zuf , falls gilt:

F ′(x) = f(x) für allex ∈ [a, b].

Stammfunktionen sind nicht eindeutig, z.B. gilt(x2 +1)′ = 2x = (x2)′. Addiert man zu einer
Stammfunktion eine Konstante, so erhält man eine weitere Stammfunktion.

Satz 7.8.Seif stetig auf[a, b], undF1 eine Stammfunktion zuf . Dann erhält man sämtliche
StammfunktionenF zuf durch

F (x) = F1(x) + c, c ∈ R.

Das bedeutet, dass sich zwei StammfunktionenF1 undF2 zu f(x) nur um eine Konstante
unterscheiden.

Definition 7.9. Die Menge aller Stammfunktionen zuf in [a, b] heißtunbestimmtes Inte-
gral und wird mit

∫
f(x)dx bezeichnet. Man verwendet auch die (mathematisch nicht ganz

korrekte Schreibweise)
∫
f(x)dx = F (x) + c.

Wir erhalten folgende Tabelle für einige der wichtigsten Integrale:

f(x)
∫
f(x)dx Bemerkungen

0 c c = const.

xn 1
n+1

xn+1 + c n 6= −1
(ax+ b)n 1

a
(ax+b)n+1

n+1
+ c n 6= −1, a 6= 0

1/x ln(x) + c x > 0

1
ax+b

1
a
ln(ax+ b) + c ax+ b > 0, a 6= 0

ex ex + c

eax+b 1
a
eax+b + c a 6= 0
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Beispiel 7.10. (i) ∫

1dx = x+ c;

(ii) ∫

x7dx =
1

8
x8 + c;

(iii) ∫ √
xdx =

∫

x1/2dx =
2

3
x3/2 + c;

(iv)
∫

(3z − 2)2dz =
1

3

(3z − 2)3

3
+ c;

(v) ∫

e−0.1tdt = −10e−0.1t + c.

Den Zusammenhang zwischen beliebigen Stammfunktionen vonf und dem bestimmten Inte-
gral liefert der2. Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Satz 7.11.Es seif : [a, b]→ R stetig, undF eine beliebige Stammfunktion zuf . Dann gilt

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

BEWEIS. SeiFa(x) =
∫ x

a
f(s)ds die Integralfunktion. DaFa eine weitere Stammfunktion ist,

gibt es einc ∈ R, so dassF (x) = Fa(x) + c. Mit Fa(a) = 0 folgt

F (b)− F (a) = Fa(b)− Fa(a) =

∫ b

a

f(s)ds.

�

Damit können wir uns die komplizierte Berechnung von bestimmten Integralen über die Be-
rechnung des Grenzwertes von Ober- und Untersummen ersparen, und durch die Bestimmung
von Stammfunktionen ersetzen. Außerdem rechtfertigt dieser Satz im Nachhinein die Verwen-
dung des gleichen Symbolik (

∫
bzw.

∫ b

a
).

Konvention: Man benützt oft folgende Schreibweisen bei der Berechnung von bestimmten
Integralen mittels Stammfunktionen:

∫ b

a

f(x) dx = F (x)
∣
∣
∣

b

a
=
[

F (x)
]b

a
= F (b)− F (a).
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Beispiel 7.12.a) Wir wiederholen die Berechnung von
∫ b

a
xdx mit Hilfe des 2. Hauptsatzes

der Differenzial- und Integralrechnung. Eine Stammfunktion vonf(x) = x ist gegeben durch
F (x) = x2/2 + c mit einer beliebigen Konstantec. Aus Satz 7.11 folgt damit

∫ b

a

x dx = F (b)− F (a) =
b2

2
+ c−

(
a2

2
+ c

)

=
b2 − a2

2
.

Aus der komplizierten Rechnung mit Hilfe der Grenzwerte vonOber- und Untersummen wird
also ein einfacher Einzeiler, und wie man am Beispiel noch mal sieht, spielt die Wahl der
Konstantec keine Rolle.
b) Wir berechnen den Flächeninhalt zwischen der Funktionf(x) =

√
x, derx-Achse, und

den Geradenx = 1 undx = 4:
∫ 4

1

√
x dx =

∫ 4

1

x1/2dx =
2

3
x3/2

∣
∣
∣

4

1
=

2

3
43/2 − 2

3
13/2 =

14

3
.

7.3 Spezielle Integrationstechniken

Wir betrachten zunächst den Fall von Produktintegration. Hier gilt folgende Regel, die man
auchpartielle Integration nennt.

Satz 7.13.Es seienf, f ′, g, g′ stetige Funktionen. Dann gilt
∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x) dx. (1)

BEWEIS. Nach der Produktregel der Differenziation gilt

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Also istf(x)g(x) eine Stammfunktion von der rechten Seite und wir erhalten
∫

f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) + c.

Durch Umstellen folgt daraus (1). �

Für das zugehörige bestimmte Integral gilt dann die analogeRegel

b∫

a

f(x)g′(x) dx =
[

f(x)g(x)
]b

a
−

b∫

a

f ′(x)g(x) dx (2)

Dieses Verfahren der partiellen Integration empfiehlt sich, wenn folgende zwei Voraussetzun-
gen erfüllt sind:

1. Der Integrand kann als Produkt aufgefasst werden, desseneiner Faktor (nämlichg′(x))
leicht integriert werden kann (zug(x)).

2. Das auf der rechten Seite von (1) stehende Integral
∫
f ′(x)g(x) dx ist einfacher zu lösen

als das ursprüngliche Integral
∫
f(x)g′(x) dx.
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Beispiel 7.14.Gesucht ist
∫
x ln(x) dx (für x > 0). Der zweite Faktorln(x) ist nicht ohne

weiteres integrierbar, wohl aber der erste (= x). Also setzen wirg′(x) = x undf(x) = ln(x).
Dann istg(x) = x2/2 eine Stammfunktion vong′(x) undf ′(x) = 1/x. Somit erhalten wir

∫

x ln(x) dx =
x2

2
ln(x)−

∫
x2

2

1

x
dx

=
x2

2
ln(x)− x2

4
+ c

Also erhält man z.B.
∫ 3

2

x ln(x) dx =

[
x2

2
ln(x)

]3

2

−
∫ 3

2

x2

2

1

x
dx

=

[
x2

2
ln(x)− x2

4

]3

2

≈ 2.3075.

Aus der Kettenregel der Differenziation kann man folgendeSubstitutionsregelherleiten.

Satz 7.15.Es seif stetig undh stetig differenzierbar. Dann gilt mitu = h(x)

∫

f(h(x)) · h′(x) dx =

∫

f(u) du (3)

Ist zusätzlichh umkehrbar mit Umkehrfunktionh−1, dann gilt mitx = h−1(u)

∫

f(h(x))dx =

∫

f(u) · (h−1)′(u) du. (4)

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Ableitungen der beiden Seiten von Gleichung (3) nachx über-
einstimmen. Sei

∫
f(u) du = F (u) + c. Wegenu = h(x) ist du/dx = h′(x) und somit

d

dx

∫

f(h(x)) · h′(x) dx = f(h(x))h′(x) = f(u)
du

dx
=

dF (u)

du
· du
dx

=
d

dx
F (u) =

d

dx

∫

f(u) du.

Die Regel (4) folgt aus (3) mitx = h−1(u) wie folgt:
∫

f(u) · (h−1)′(u) du =

∫

f(h(h−1(u))) · (h−1)′(u) du =

∫

f(h(x))dx

�

Bemerkung: Damit wird spätestens deutlich, warum es sinnvoll ist, dasDifferential dx im-
mer mit anzugeben. Der Satz besagt nämlich, dass wenn man im Integrandenf(h(x)) die
Variablex durchx = h−1(u) substituiert, dass man dann auch das Differentialdx substi-
tuieren muss durchdx = (h−1)′(u)du, weil eben für die Ableitung vonx = h−1(u) gilt:
dx/du = (h−1)′(u).
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Beispiel 7.16.a) Gesucht ist
∫
x
√
1− x2dx. Wir vereinfachen das Integral durch Substitution

1− x2 = u. Dann giltdu = −2xdx. Deshalb erhält man
∫

x
√
1− x2dx = −1

2

∫ √
1− x2 · (−2x)dx = −1

2

∫ √
u du

= −1
3
u3/2 + c = −1

3
(1− x2)3/2 + c = −1

3

√

(1− x2)3 + c.

b) Gesucht ist
∫

x3+x
x4+2x2dx. Da der Zähler fast übereinstimmt mit der Ableitung vom Nenner,

substituieren wirt = x4 + 2x2. Dann giltdt = (4x3 + 4x)dx und deshalb
∫

x3 + x

x4 + 2x2
dx =

1

4

∫
(4x3 + 4x)dx

x4 + 2x2
=

1

4

∫
1

t
dt

=
1

4
ln(t) + c =

1

4
ln(x4 + 2x2) + c.

Für dasbestimmte Integral erhalten wir die folgende zu Satz 7.15 analoge Regel:

Satz 7.17.Es seif stetig undh stetig differenzierbar. Dann gilt
∫ b

a

f(h(x)) · h′(x) dx =

∫ h(b)

h(a)

f(u) du. (5)

Ist zusätzlichh umkehrbar mit Umkehrfunktionh−1. Dann gilt
∫ b

a

f(h(x)) dx =

∫ h(b)

h(a)

f(u) · (h−1)′(u) du. (6)

Hier ist also zu beachten, dass auch die Integrationsgrenzen entsprechend der Substitutions-
funktion zu transformieren sind.

Beispiel 7.18.Gesucht ist
∫ 2

1
x3
√
x4 − 1 dx. Wir substituieren

t = h(x) = x4 − 1 ⇒ dt = 4x3 dx.

Die Integrationsgrenzenx1 = 1 undx2 = 2 müssen entsprechend transformiert werden:

t1 = h(x1) = 14 − 1 = 0, t2 = h(x2) = 24 − 1 = 15.

Also ist
∫ 2

1

x3
√
x4 − 1 dx =

1

4

∫ 15

0

√
t dt =

[
1

6
t3/2
]15

0

≈ 9.6825.

Alternativ könnte man die Stammfunktion durch “Resubstitution” gewinnen, und dann die
ursprünglichen Integrationsgrenzen verwenden:

∫

x3
√
x4 − 1 dx =

1

4

∫ √
t dt =

1

6
(x4 − 1)3/2 + c.

Daraus folgt für das bestimmte Integral
∫ 2

1

x3
√
x4 − 1 dx =

[
1

6
(x4 − 1)3/2

]2

1

≈ 9.6825.
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7.4 Uneigentliche Integrale

Manchmal interessiert man sich für Integrale über unendliche Intervalle.

Definition 7.19. Seif : R→ R eine integrierbare Funktionf : R→ R. Falls der Grenzwert
limb→∞

∫ b

a
f(x) dx existiert, so schreibt man

∫ ∞

a

f(x) dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x) dx.

Man sagt dann, dass dasuneigentliche Integral
∫∞

a
f(x) dx konvergiert. Falls der Grenz-

wert nicht existiert, sagt man, dass das Integral divergiert. Analog definiert man im Falle der
Existenz der Grenzwerte

∫ b

−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

∫ b

a

f(x) dx

und ∫ ∞

−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

∫ ∞

a

f(x) dx =

∫ 0

−∞

f(x) dx+

∫ ∞

0

f(x) dx.

Solche uneigentlichen Integrale spielen beispielsweise in der Statistik eine wichtige Rolle.
Dort nennt man eine nichtnegative Funktionf : R→ [0,∞) Dichte, falls

∫ ∞

−∞

f(x) dx = 1.

Ein Beispiel für eine solche Dichte ist die Dichte der sogenannten Exponentialverteilung,
welche gegeben ist durch

f(x) =

{

αe−αx, x > 0,

0, x < 0,

mit einem positiven Parameterα > 0.
Eine wichtige Größe in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die sogenannte Verteilungsfunk-
tion

F (x) =

∫ x

−∞

f(t) dt, x ∈ R.

Dies ist dann eine monoton wachsende Funktion mit

lim
x→−∞

F (x) = 0 und lim
x→∞

F (x) = 1.

Im Falle der obigen Exponentialverteilung erhalten wir fürx > 0

F (x) =

∫ x

−∞

f(t) dt =

∫ 0

−∞

0 dt+

∫ x

0

αe−αt dt

=
[

− e−αt
]x

0
= −e−αx − (−e−α0)

= 1− e−αx.
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Fürx < 0 gilt F (x) = 0, und wir sehen, dass tatsächlich gilt:
∫ ∞

−∞

f(t) dt = lim
x→∞

F (x) = lim
x→∞

(1− e−αx) = 1.

Beispiel 7.20.Wir betrachten das Integral
∫ ∞

1

1

xa
dx.

Im Fallea > 1 erhalten wir fürb > 1
∫ b

1

1

xa
dx =

∫ b

1

x−a dx =

[
x1−a

1− a

]b

1

=
1

1− a
(b1−a − 1). (7)

Damit ergibt sich füra > 1
∫ ∞

1

1

xa
dx = lim

b→∞

1

1− a
(b1−a − 1) =

1

a− 1
.

Im Fall a = 1 erhalten wir
∫ b

1

1

x
dx = ln(b)− ln(1) = ln(b)→∞

für b→∞, und somit divergiert das Integral. Ebenso divergiert das Integral füra < 1, da die
rechte Seite in Gleichung (7) gegen unendlich geht.

Analog zu Integralen über unbeschränkte Intervalle definiert man Integrale für unbeschränkte
Funktionen, die Pole besitzen. Als Beispiel betrachte man die Funktionf(x) = 1/

√
x. Da

kann man fragen, ob die Fläche unter dieser Funktion im Intervall (0, 2) endlich ist, und falls
ja, welchen Wert sie hat. Daf(0) nicht definiert ist, undlimh→0 f(h) = ∞ gilt, behilft man
sich wieder mit dem entsprechenden Grenzwert. Allgemein definiert man für den Fall, dass
f(x) an der Stellex = a nicht definiert ist, das uneigentliche Integral

∫ b

a

f(x) dx = lim
h→0+

∫ b

a+h

f(x) dx,

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, und analog, fallsf(x) an der Stellex = b
nicht definiert ist, das uneigentliche Integral

∫ b

a

f(x) dx = lim
h→0+

∫ b−h

a

f(x) dx.

Mit dieser Definition erhalten wir
∫ 2

0

1√
x
dx = lim

h→0+

∫ 2

h

1√
x
dx

= lim
h→0+

[

2
√
x
]2

h
= lim

h→0+
(2
√
2− 2

√
h)

= 2
√
2.
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